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KECHERCHES SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES.

Journal flir die reiue und angewandte Mathctnatik, herausgegeben von Crelle, Bd. 2, 3. Berlin 1827, 1828.

Depuis longtemps les fonctions logarithmiques, et les fonctions exponen-

tielles et circulaires, ont ete les seules fonctions transcendantes, qui out attire

l'attention des geometres. Ce n'est que dans ces derniers temps, qu'on a

commence a en considerer quelques autres. Parmi celles-ci il faut distinguer

les fonctions nominees elliptiques, taut pour leur belles proprietes analytiques,

que pour leur application dans les diverses branches des matliematiques.

La premiere idee de ces fonctions a ete donnee par l'imniortel Elder, en

demontrant, que l'equation separee

_ das
|

dy __ Q
Va + (ix + yx% + dx* + ex1 * -f yy* + dy* + fiy 4

est integrable algebriquement. Apres Euler, Lagrange y a ajoute quelque

chose, en donnant son elegante theorie de la transformation de l'integrale

~—==^= > ou li est ime fonction rationnelle de x. Mais le pre-
V(l— p*x*)(l— q*x*)

mier et, si je ne me trompe, le seul, qui ait approfondi la nature de ces

fonctions, est M. Legendre, qui, d'abord dans mi memoire sur les fonctions

elliptiques, et ensuite dans ses excellents Exercices de matliematiques, a de*-

veloppe nombre de proprietes elegantes de ces fonctions, et en a montre
1 'application. Depuis la publication de cet ouvrage, rien n'a ete ajoute a la
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Einfiihrung in die Theorie 
der Hodulfunktionen n-ten Grades. 

Von 

Carl Ludwig Siegel in G6ttingen. 

Trotz der Bemfihungen ausgezeichneter Mathematiker befindet sich die 
Theorie der analytischen Funktionen mehrerer Variabeln noch in einem recht 
unbefriedigenden Zustand. Dies liegt wohl zum Teil daran, dab wir noch nicht 
genfigend Effahrung gesammelt haben, um iiberblicken zu kSnnen, welche 
speziellen Arten yon Funktionen sich mit den heutigen Mitteln der Analysis 
n~her untersuchen lassen. Der klassischen Funktionentheorie einer Variabeln 
war ja eine 200j~hrige Entwicklung vorangegangen, in welcher man erst 
ganz allm~hlich yon den elementaren transzendenten Funktionen und den 
elliptischen Integralen her zu allgemeineren Begriffsbildungen gekommen ist. 
Obwohl nun Fragestellungen verschiedener mathematischer Disziplinen schon 
vor l~ngerer Zeit auf Probleme tier Funktionentheorie mehrerer Ver~nderliehen 
gefiihrt haben, so verfiigen wir in dieser Theorie doch nut fiber recht wenige 
nichttriviale Beispiele yon solchen Funktionsklassen, deren Eigensehaften 
wit n~her durchschauen. Es handelt sich bei diesen Beispielen um Funktionen, 
welche bei gewissen Gruppen yon Transformationen der Variabeln entweder 
invariant bleiben oder dabei selbst in einfacher Weise transformiert werden. 
Solche Funktionen traten zuerst beim Umkehrproblem der _~belschen Inte- 
grale auf. Man kam dann bei tier Untersuehung der Abelschen Funktionen 
auf die allgemeinen Thetafunktionen und die 2 n-fach periodischen mero- 
morphen Funktionen yon n u Ferner hat Picard ~) Funktionen 
zweier Ver~nderlichen betrachtet, die bei einer Gruppe projektiver Trans- 
formationen dieser Ver~nderlichen invariant bleiben, also eine u 
rung der automorphen Funktionen einer Variabeln. Sparer behandelte 

1) Vgl. hierzu die ausfiihrliche geschichtliche l~bersicht im Enzyklop~die-Referat 
II, B 7 yon A. Krazer und W. Wirtinger fiber Abelsche Funktionen und allgemeine 
Thetafunktionen. 

~) E. Pieard, Sur une ctasse de groupes discontinus de substitutions lin~aires 
et sur les fonctions de deux variables ind~pencLantes restant invariables par ees sub- 
stitutions, Acta mathematica 1 (1882), S. 297--320. 

M~thematisehe Annalen. 116. 41 



Uber Modulfunktionen und die Dirichletschen 
mit Eulerscher Produktentwicklung. I. 

Von 

E. H e c k e  in Hamburg. 

Reihen 

Inhaltsverzeichnis. 
S~ite 

w 1. Allgemeines tiber Modulfunktionen der Stufe Q und zugehSrige 
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Satz 21 his 30. 

Die Tatsache, dal~ die meisten Dirichlet-Reihen mi~ einer Funktional- 
gleichung des bekannten Typus aus Modulfunktionen hervorgehen und dal} 
viele eine Eulersche Produl~entwicklung haben, vermSge der sie mi t  den 
Primzahlen zusamme.nh~ngen, hat reich dazu gefiihrt, diese Zusammen- 
h~nge genauer zu untersuchen. Die grunds~tzliche Kl~irung der Be- 
ziehungen zwischen Diriohlet-Reihen mit Funk~ionalgleiohung und Modul- 
funktionen -- allgemeiner: ahtomorphen Funktionen -- habe ich in elner 
kfirzlich erschienenen Arbeit ~) gegeben. Ich werde jetzt zeigen, daft au~h 
das Auftreten des Euler-Produl~es bei diesen Funk~ionen nicht auf die 
bekannten Beispiele beschr~nkt ist, sondern eine neue Eigenschaft der 
Modulfunktionen ist, die sich nach Adjunktion gewisser kommutativez 
Matrizen (deren Elemen~ Kons t~ ten  sind) in gro~er Allgemeinheit flbe~- 
raschend einfach dutch ein Euler-Produkt in diesem Matrizenring formu- 
Iieren l~Bt. 

Die so gefundenen S~itze der ~unktionentheorie scheinen speziell fiir 
die Theorie der ganzzahligen quadratisohen Formen yon 2 k Variabeln yon 

1) E. Heeko, t~ber die Bestimmung Dirichletscher Reihen durch ihre Funk- 
tionalgleiohung, M~th. Ammlen 112 (1936), S. 664. 

Ma~hematls~he Ann~len. 114, 1 






























