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RECHERCHES SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES.

Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, herausgegeben von Crelle, Bd. 2, 3. Berlin 1827, 1828.

Depuis longtemps les fonctions logarithmiques, et les fonctions exponen-
tielles et. circulaires, ont été les seules fonctions transcendantes, qui ont attiré
Iattention des géomdtres. Ce n'est que dans ces derniers temps, quon a
commencé & ‘en considérer quelques autres. Parmi celles-ci il fant distinguer
les fonctions nommées elliptiques, tant pour leur belles propriétés analytiques,
que pour leur application dans les diverses branches des mathématiques.
La premidre idée de ces fonctions & été dounée par limmortel Kuler, en
démontrant, que I'équation séparée
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est intégrable algébriquement.  Aprés Huler, 'Lagrange y a ajouté quelque
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chose, en donnant son élégante théorie de la transformation de Vintégrale

_ B.de . ot I est une fonction rationnelle de z. Mais le pre-
Vi(1—p2a?) (1— q*u?) |
mier et, si je ne me trompe, le seul, qui ait approfondi la nature de ces
fonctions, est M. Legendre, qui, d’abord dans un mémoire sur les fonctions
elliptiques, et ensuite dans ses excellents Exercices de mathématiques, a dé-
veloppé nombre de propriétés Elégantes de ces fonctions, et en a montré
Vapplication. Depuis la publication de cet ouvrage,’ rien n'a été ajouté a la
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Theorie der Abel’schen Functionen.

(Aus Borchardt’s Journal fiir reine und angewandte Mathematik, Rd. 54. 1857.)

I. Allgemeine Voraussetzungen und Hiilfsmittel fiir die Untersuchung
von Functionen unbeschrinkt verdnderlicher Gréssen.

Die Absicht, den Lesern des Journals fiir Mathematik Unter-
suchungen iiber verschiedene Transcendenten, insbesondere auch iiber
Abel’sche Functionen vorzulegen, macht es mir wiinschenswerth, um
Wiederholungen zu vermeiden, eine Zusammenstellung der allgemeinen
Voraussetzungen, von denen ich bei ihrer Behandlung ausgehen werde,
in einem besonderen Aufsatze voraufzuschicken.

Fiir die unabhiéngig verdnderliche Grosse setze ich stets die jetzt
allgemein bekannte Gauss’sche geometrische Reprisentation voraus,
nach welcher eine complexe Grosse £ = x - yi vertreten wird durch
einen Punkt einer unendlichen Ebene, dessen rechtwinklige Coordi-
naten z, y sind; ich werde dabei die complexen Grossen und die sie
reprasentirenden Punkte durch dieselben Buchstaben bezeichnen. Als
Function von z -+ y¢ betrachte ich jede Grosse w, die sich mit ihr
der Gleichung

gemiss dndert, ohne einen Ausdruck von w durch z und y vorauszusetzen.
Aus dieser Differentialgleichung folgt nach einem bekannten Satze, dass
die Grosse w durch eine nach ganzen Potenzen von z — a fortschrei-

n=w

tende Reihe von der Form X a, (# — a)* darstellbar ist, sobald sie in

n=0
der Umgebung von a allenthalben einen bestimmten mit 2z stetig sich
dndernden Werth hat, und dass diese Darstellbarkeit stattfindet bis zu
einem Abstande von @ oder Modul von z — a, fiir welchen eine Un-
stetigkeit eintritt. Es ergiebt sich aber aus den Betrachtungen, welche
der Methode der unbestimmten Coefficienten zu Grunde liegen, dass
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Siegel 1937

Einfiihrung in die Theorie
der Modulfunktionen 7-ten Grades.

Von
Carl Ludwig Siegel in Gottingen.

Trotz der Bemithungen ausgezeichneter Mathematiker befindet sich die
Theorie der analytischen Funktionen mehrerer Variabeln noch in einem recht
unbefriedigenden Zustand. Dies liegt wohl zum Teil daran, da§ wir noch nicht
geniigend Erfahrung gesammelt haben, um iiberblicken zu konnen, welche
speziellen Arten von Funktionen sich mit den heutigen Mitteln der Analysis
naher untersuchen lassen. Der klassischen Funktionentheorie einer Variabeln
war ja eine 200jihrige Entwicklung vorangegangen, in welcher man erst
ganz allmihlich von den elementaren transzendenten Funktionen und den
elliptischen Integralen her zu allgemeineren Begriffsbildungen gekommen ist.
Obwohl nun Fragestellungen verschiedener mathematischer Disziplinen schon
vor lingerer Zeit auf Probleme der Funktionentheorie mehrerer Veranderlichen
gefiithrt haben, so verfiigen wir in dieser Theorie doch nur iiber recht wenige
nichttriviale Beispiele von solchen Funktionsklassen, deren Eigenschaften
wir niher durchschauen. Es handelt sich bei diesen Beispielen um Funktionen,
welche bei gewissen Gruppen von Transformationen der Variabeln entweder
invariant bleiben oder dabei selbst in einfacher Weise transformiert werden.
Solche Funktionen traten zuerst beim Umkehrproblem der Abelschen Inte-
grale auf. Man kam dann bei der Untersuchung der Abelschen Funktionen
auf die allgemeinen Thetafunktionen und die 2 n-fach periodischen mero-
morphen Funktionen von n Variabeln!). Ferner hat Picard?) Funktionen
zweier Veranderlichen betrachtet, die bei einer Gruppe projektiver Trans-
formationen dieser Veranderlichen invariant bleiben, also eine Verallgemeine-
rung der automorphen Funktionen einer Variabeln. Sp#ter behandelte

1) Vgl. hierzu die ausfiihrliche geschichtliche Ubersicht im Enzyklopadie-Referat
II, B7 von A. Krazer und W. Wirtinger iiber Abelsche Funktionen und allgemeine
Thetafunktionen.

2) E. Picard, Sur une classe de groupes discontinus de substitutions linéaires
et sur les fonctions de deux variables indépendantes restant invariables par ces sub-
stitutions, Acta mathematica 1 (1882), S.297—320.

Mathematische Annalen. 116. 41



Hecke 1937

’her Modulfunktionen und die Dirichletschen Reilien
mit Eulerscher Produktentwicklung. I

Von
E. Hecke in Hamburg.

Inhaltsverzeichuis,

§ 1. Allgemeines itber Modulfunktionen der Stufe @ und zugehdrige
Dirichlet-Reihen . . . . .. . .. . ... ... ... .. .., 3.
Satz 1 bis 7.

Teil 1. Die Theorie der Funktionen der 1. Stufe.

§ 2. Der Operatoren-Ring der T,. . . . . . . . .. . ... ... .. 11
Satz 8 bis 10.

§ 3. Der Matrizen-Ring der A (n) und das Euler-Produkt . . .. .. 18
Satz 11 bis 20.

§ 4. Die Rigenfunktionen des Ringes der 7, und das BEuler-Produkst

" fiir die einzelne Funktion. Spezielle Fille

Satz 21 bis 30.

Seite

Die Tatsache, dafl die meisten Dirichlet-Reihen mit einer Funktional-
gleichung des bekannten Typus aus Modulfunktionen hervorgehen und daf
viele eine Eulersche Produktentwicklung haben, vermége der sie mit den
Primzahlen zusammenhingen, hat mich dazu gefiibrt, diese Zusammen-
hinge genauer zu untersuchen. Die grundsitzliche Klirung der Be-
ziehungen zwischen Dirichlet-Reihen mit Funktionalgleichung und Modul-
funktionen — aligemeiner: automorphen Funktionen — habe ich in einer
kiirzlich erschienenen Arbeit!) gegeben. Ich werde jetzt zeigen, da auch
das Auftreten des Euler-Produktes bei diesen Funktionen nicht auf die
bekannten Beispiele beschréinkt ist, sondern eine neue Eigenschaft der
Modulfunktionen ist, die sich nach Adjunktion gewisser kommutativer
Matrizen (deren Elemente Konstanten sind) in grofier Allgemeinheit iiber-
raschend einfach durch ein Euler-Produkt in diesem Matrizenring formu-
Lieren 14Bt.

Die so gefundenen Sitze der Funktionentheorie scheinen speziell fiir
die Theorie der ganzzahligen quadratischen Formen von 2 % Variabeln von

1) E.Hecke, Uber die Bestimmung Dirichletscher Reihen durch ihre Funk-
tionalgleichung, Math. Annalen 112 (1936), 8. 664.
Mathematische Annalen. 114, 1
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