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Einleitung 
========== 

Bei vielen Problemen im Zusammenhang mit Abelschen Varietaten 

spielt die Untersuchung der ~-Teilungspunkte ein~ wichtige Rolle. 

Dabei versteht man unter einem I-Teilungspunkt P der Abelschen 

Varietat A einen Punkt der Ordnung 1, und die Gruppe lA der 

I-Teilungspunkte ist fur I prim zur Charakteristik p des Grund­

korpers' k isomorph zu Cl/I',a)2d mit d = Dimension der Abel..: 

sehen Varietat A. Von entseheidender Bedeutung ist dabei das 

Studium der Operation der Galoisgruppe Gal(k/k) auf den l-Tei­

lungspunkten und der damit zusammenhangenden Darstellungen. 

1st nun I = P = char k > 0, so ist das endliehe k-Gruppenschema 

A = Ker p,1dA nicht mehr reduziertj die rationalen Punkte 

~ilden zwar wieder.' eine Gruppe der Gestalt (.a /p ,a ) ~ , wobei 

hier aber 

kann Llnd 

von A 
p 

durch ~ 

q . aile Werte zwischen 0 und d = dim A annehmen 

der p-Rang von A £enannt wird, doch ist die Struktur 

auch fOr algebraisch abgeschlossene Grundkorper k 

im allgemeinen nicht bestimmt : es fehlt die Beschrei-

bung der Zusammenhangskomponente der Null, welche ein sogenanntes 

infinitesimales Gruppenschema ist, und speziell ihres unipotenten 

Bestandteiles, der fur ? <. dim A nicht verschwindet. 

1m ersten Kapitel untersuchen wir nun etwas allgemeiner 

endliche kommutative k-Gruppenschemata ~ mit P·1d~ = 0 

(im folgenden kurz p-Gruppen genannt). Mit Hilfe der Dieudonne­

Theorie fur unipotente k-Gruppen fuhrt dies zum Studium von 

endlichdimensionalen k-Vektorraumen zusammen mit zwei ~semilinearen" 

nilpotenten Endomorphismen, welche sich gegenseitig a~nulieren. 

Die hierzu notwendigen Grundlagen - eine Verallgemeinerung der 

Resultate [1J von .Gelfand-Ponomarev - haben wir in einem Anhang 

zusammengestellt. Wir benUtzen dabei wesentlich eine unveroffent­

liche Darstellung dieser Resultate von P.Gabriel. Als Haupter­

gebnis erhalten wir eine vollstandige Klassifikatio~_de~p-Gr~E2e~ 
und damit zusammenhangend eine explizite Beschreibung der Endomor-
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phismenringe, der Cartier-Dualitat, des Frobeniushomomorphismus 

und der Verschiebung,. ••• 

1m zweiten Kapitel kehren wir wieder zu unserem Ausgangs­

problem ~urOck, wobei wir zunachst etwas allgemeiner die p-Kerne 

von p-divisiblen (formalen) Gruppen untersuchen~ Speziell interes­

siert uns das Verhalten der p-Kerne in einer Isogenieklasse und 

die damit zusammenhangende Frage,wie stark durcih den p-Kern die 

Isogenieklasse oder gar die Isomorphieklasse bestimmt ist~ Man 

stellt d~bei fest, dass die Antwort sehr stark von der Struktur 

dieses p-Kernes abhangt ein gewisser Typ von p-Gruppen kommt 

in jeder ~sogenieklasse vor, wahrend ein anderer Typ sagar die 

.1somorphieklasse festlegt. 1m FaIle von Ahelschen'Varietaten ge­

ben wir eine vollstandige Losung dieser Frage fOr die Dimensionen 

~ 4. Mit den dabei entwickelten Methoden lassen sich auch noch 

weitere FaIle behandeln, doch dOrfte eine dimenslonsunabhangige 

allgemeine Losung ziemlich schwierig seine Wir haben hierzu nur 

einige wenige Resultate und Ver~utungen. 

1m folgenden arbeiten wir immer uber einem festen Grundkorper 

k der Charakteristik p>O, welchen wir zudem perfekt voraus­

setzen. Ein wichtiger Aspekt der Theorie, namlich das Studium 

von Familien von p-Gruppen, d.h. von p-Gruppen uber einem 8asis­

schema, und insbesondere das Problem der .Spezialisierungen wiro 

in der vorliegenden Arbeit nicht berOhrt. Gerade die hier stu­

dierten p-Gruppen bilden ein ausgezeichnetes Experimentierfeld 

fOr solche Probleme und man findet leicht viele interessante 

Beispiele (vgl. die Bemerkungen zu 8eginn von Kapitel II). Wir 

hoffen; in einem spateren Zeitpunkt auf diese Probleme zuruckzu­

kemmen. 

Fur die Theorie der algebraischen Gruppen und speziell d~e 

Dieudonne-Theorie der unipotenten k-Gruppen benutzen wir die 

ItGro:,pes algefjrig~~~n von Demazure-Gabr~el (GAJ , fOr die 

.p-divisiblen Gruppen die Lecture Notes lip-divisible Groups"" 



von Demazure LPG) und fOr die Abelschen Varietaten die "Abelian 

Varieties" von Mumford [AV.1. 'Den beiden Kapi teln haben wir eine 

kurze Inhaltsangabe vor~ngestell~. 

P. Gabriel', F. Dart und C. Ringel danken wir fur viele 

Gesprache und Anregungen im Zusammenhang mit dem vorliegenden , , 

Text. 

) 
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Kapitel I: Klassifikation der p-Gruppen 
========================================= 

Ist k ein pe;;;~-e":~~~der Charakteristikp> 0, so 

ist ein endliches k-Gruppenschema OJ nicht notwendig reduzd:ert: 

Man hat eine Zerlegung 

wobei die Zusammenhangskomponente ~G der Null ein sogenanntes 

infinitesimales k-Gruppenschema ist, d.h. von einer Potenz de~ 

Frobeniushomornorphismus annuliert wird. Dabei kann die Struktur 

von ~~ beliebig kompliziert sein; schon im kommutativen FaIle 

besteht keine Hoffnung '. diese Gruppen je irn Oblichen Sinne zu 

klassi fizieren. 

8etrachten wir nun' kornmutative endliche k-Gruppen ~, 

welche von p = char k annuliertwerden (im folgenden kurz 

p-Gruppen genannt), so fOhrt dies unter Verwendung der Dieudonne­

Theorie zum Studiurn von endlichdimensionalen k-Vektorraurnen M 

mit zwei sich gegenseitig annulierenden "semilinearen" Endomor­

phismen. In ganz analoger Weise wie bei Gelfand-Ponomarev in (1) 

lasst sich in diesern Falle die Klassifikation durchfOhren; es 

handelt sich dabei urn eine sogenannte "zahrne Gattung", was im 

wesentlichen bedeutet, dass es bis auf Iso~orphie nur Endlich 

viele unzerlegbare Objekte e~ner festen L§nge gibt. 

Aus dieser Klassifikation erhalten wir'zwei Typen von p-Gruppen: 

die G~uppen vorn Typ T und diejenigen vorn Typ Z, welche sich in ver­

schiedener Hinsicht unterscheiden; z.B. ist bei den Gruppen vorn 

Typ Z der Kern des Frobeniushomomorphismus gleich dern Sild der 

.Verschiebung, wahrend wir beim Typ T eine echte Inklusion haben. 

Ein weiteres Unterscheidungsmerkmal findet sich auch beim Studiurn 
der Endomorphismenringe. 

Eine ausgezeichnete ~olle spielen die Gruppen vom Typ Z,; 



dies sind nach Definition direkte Sumrnen von solchen Gruppe,n vern 

Typ Z, bei denen entweder der Frobeniushomomorphismus oder die Ver­

schiebung einen einfschen Kern hat. Es zeigt sich nam1ich, dass 

jede Untergruppe vorn Typ Zeiner selchen Gruppe ein direkter Sum­

mand ist und insbesondere wieder vorn Typ Z1 ist. 

Wie wir schon in der Einleitung bemerkt haben, lassen wir hier 

a1le Fragen Ober .Familien von p-Gruppe~ und Spezia1isierungen bei­

seite, I obwohl es in, diesem Zusammenhange viele interessante Pro-

bleme gibt. Man erhalt z.S. aus jeder Fami1ie von Abelschen Varie­

taten eines festen p-Ranges eine Familie von p-Gruppen vom Typ Z 

(vgl. Kap. II), und das Studium der Spezialisierungen der Gruppen 

vom Typ Z dOrfte auch fOr die Theorie der Abelschen Varietaten von 

Interesse seine Auf Grund der vor1iegenden Resu1tate kann man zei­

gen, dass sich die Gruppen vorn Typ Z in solche vom Typ T speziali­

sieren lassen, aber nicht umgekehrt, und man findet auch Beispiele 

von sa1chen Gruppen ~ vom Typ Z, deren samtliche Spezialisierun­

gen vorn Typ T oder isomorph zu DA sind. Der Katalog solcher Einzel- . 

resultate lasst sich beliebig vergrossern, doeh fehlt'bisher eine 

urnfassende Theorie; wir hoffen jedoch in einem spateren Zeitpunkt 

auf diese Probleme zurOckzukommen. 

Obwohl in diesem Kapitel die Resultate des Anhanges ganz we­

sentlieh benutzt werden, haben wir uns bemOht, ~ine in sieh ge­

sch10ssene Darstellung der Theorie zu geben. Insbesondere haben 

wir die dabei benotigte~ Begriffe aus dem Anhang schon hier exakt 

definiert und ausfOhrlieh diskutiert, so dass dieses Kapitel auch 

unabhangig vom Anhang gelesen und verstanden werden kann. 

" 
~ 
'j 

il 
~I 
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§1. Oieudonne-Theorie fur p-Gruppen 

Sei k ein perfekter hurpe,r der Charakteristik p> o. ,Dann 

verstehen wir unter einer p-Gruppe ~ ein endliches kommutatives 

k-Gruppenschema mit p.ld~ = O. Jede solche p-Gruppe besitzt eine 

Zerlegung der Gestalt 

wobei t = Ojre.d etal und eine k-Form vor, . ( 1.. /p a ) ~ 1 st , A 
multiplikativ und eine k-Form von pf~ ist (p/tJ"k = Frobenius­

kern der multiplikativen k-Gruppe ;llk) und lJ(." unipotent und 

infinitesimal ist (vgl. (GA] IV,§3,no
S). 1st insbesondere k alge­

braisch abgeschlossen, so ~at .~ die Gestalt 

FOr die Untersuchung der' Struktur der unipotenten infinitesimalen 

p-Grupp e lX. verwenden wir nun di e Oi eudonne-Theori e: ([GA] V, § 1.) : 

Sei Ok der ,Oiedonne-Ring 

= 1J (k) [F; V J (FV=VF=p) 

wobei Uj(k) der Ring der Wittschen Vektoren ist und die beiden 

Variablen Fund V den folgenden Relationen unterliegen: 

FV = VF = P " 

fur A = ( A.:., A, , "1. , ... ) E. W (k) und ,,\(p) = r- ,p ,r 
1\ ( X.. , I\c , /\1. , ... ) . 

Oer Ring Ok ist der Endomorphismenring des k-Gruppen'schemas LJ k 

der Wittschen Vektoren und der Funktor 

= 

liefert eine~~~;;'~~!EPhen_!:ier Kateqorie der unipotenten­
kommutativen k-Gruppen und der Kategorie der "auswischbaren" D-

. k 
Moduln, d.h. derjenigen Dk-Moduln M, auf denen V lakal nilpotent 
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operiert. Die endlichen kommutativen unipotenten k-Gruppen ent-
..... ; 

sprechen dabei den auswischbaren Dk-Moduln endlicher Lange. 

Das Studium der p-Gruppen, speziell der unipotentEn infinitesimalen 

p-Gruppen fOhrt nun zur Betrachtung der Ringe 

= k [F, VJ/ (FV=VF=O) 

und = k [F. V ]/ (FII=VF=D) . 

wobei Fund V den Relationen F A = A PF und ~'V = V A p " " E. k, 

unterliegen. Aus dem Vorangehenden erhalten wir dann folgendes 

Resultat: 

Satz: Die Kategorie der infinitesimalen unipotenten'p-Gruppen ist 
1'\ 

antiaquivalent zur Kategorie der Dk-Moduln endlicher Lange. 

Ein M endlicher Lange kann auch aufgefasst werden 

als ein endlichdimensionaler Vektorraum kM zusa~men mit zwei 

nilpotenten, "semilinearen" Endomorphismen 

M -----,;:>!P M und M >M 

-1 
FMC" m) = 1\ ~FM(m) und VM( Am) :: i\p. VM(m). Da k perfekt 

ist, sind FM und 

k-Vektorraumes M 

VM durch ihre Wirkung auf einer Basis des 

festgelegt. 

Zu jeder naturlichen Zahl n~O 

mit Matrizen 

daher einen 

t¥ ,'0/ E. M (k) 
n 

M = M 

und jedem Paar von nilpotenten 

lp. 1¥:: 1:t D ~ = 0 erhal ten wir 

n,4',,+ in folgender Weise: 

Der unterliegende k-Vektorraum ist kn und die Endomorphismen 

FM und VM sind durch ihre Wirkung auf der naturlichen Basis 

des kn gemass 4' und 4' festgelegt, dh. FM(x) = If oxP 
p1 n 

un d V M ( x) = 1¥, • x fur x:: ( x 1 ' x 2 ' •• , x n) € k un d 
p (p p P A x = x1,x2 ' •.• ,xn). Offenbar ist jeder Dk-Modul endlicher L~nge 

isomorph zu einem Modul dieser Gestalt. 
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Das Studium der p-Gruppen und ihrer EigenBchaften, was in den 

folgenden Paragraph en durchgefuhrt werden solI, ist damit im 
~ . 

wesentlichen §q~ivalent zum Studium der Dk-Moduln endliche~ 

Lange; die Ubertragung der Def1nitionen und ~igenschaften der 

D'k-Moduln auf die p-Gruppen werden oft stillschweigend durch­

gefuhrt unter.Benutzung des obigen Satzes. 

§2. Gruppen vorn TVp T 

Wir beginnen mit der Beschreibung von zwei speziellen Typen von 

p-Gruppen, den Gruppen vom Typ. T in diesem Abschni tt und den 

Gruppen vorn Typ Z im nachfolgenden Abschnitt. Man vergleiche 

hierzu auch die Darstellung im Anhang. 

Sei ~(F,V-1) 
-1 V • Die Elemente 

die Halbgruppe mit 1 frei erz~ugt von Fund 
A ~ ~(F,V-1) sind also Werter (Monome) der 

Gestalt 

mit Pi' qi E. tN , und zu jedem solchen Wort gehert ein 

MA, welcher durch das folgende Diagramm beschrieben wird: 

~ 

vt 
k vt qr Pfeile 
k 

k~k~k 
P Pfeile 

r 

k~k 
Vf q 1 Pfeile 
k r-

vt 
k 

: / : q1 Pfeile 
k 

vt F F F 
k-.k-k ••• k~k 



i:i 

Der unterliegende k-Vektorraum von MA ist die direkte Summe 

der im Diagramm vorkommenden Exemplare von k und 'die beiden 

nilpotenten semilinearen Endnmorphi'smen FM und VM sind durch 

ihre Wirkung auf der kanonischen k-Basis von M gemass den 

Pfeilen des Diagramms festgelegt. 

Wir wahlen ein fur aIle mal eine infinitesimale unipotente 

,p-Gruppe mit Dieudonne-Modul isomorph zu M~ und bezeichnen 

diese mit 'MA• 

Der Modul MA und ,damit auch die Gruppe 1tA ist unzerlegbar 

und hat die Lange 

'" .. 
= 1 (A) + 1 = 2.. p. . 1 

I ~ '\ 

+ I q. 
~ -:1 l. 

+ 1 

leA) = Wortlange = Anzahl Pfeile im Diagramm. 

Unter der kanonischen_Basis des Moduls MA verstehen wir im 

folgenden immer die angeordnete kanonische Basis des unterlie-

genden Vektorraumes k1(A)+1, wobei die Nummerierung der Exem­

plare von k in Richtung der F-Pfeile des Diagrammes erfolgt, 

beginnend "oben linksll mit 1. Es ist leicht zu sehen, wie .bei 

gegebenern Wort A die zu Fund V zugehorigen Matrizen 

bezuglich der kanonischen Basis von MA aussehen. 

Defini tion: Eine p-Gruppe 'de hel sst vorn Typ T (rtTreppe ll ) , 

,~'le, isomorph 1st zu einer direkten Summe von Gruppen der 
. '1 

Gestalt 'XA mit A E. ~(F,V-.). 

'" Analog werden auch die Dk-Moduln vorn T~y~p __ T ___ d_e_f_i_-

niert. 

Die p-Gruppen der Gestalt ~A 

baren Gruppen vom Typ T, und fUr 

~A und ~AI nicht isomorph. 

sind also genau die unzerleg-

A' 'A sind die beiden Gruppen 

Bemerkung: In Verallgemeinerung des obigen Verfahrens kann man 

in folgender Weise weitere Dk-Moduln konstruieren: Man startet 
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wieder mit einem Wort A aus der Halbgruppe 

betrachtet das zugeh5rige Diagramm aus ~u~kten und Pfeilen. 

Eine 8elegung (Darstellung) des,Diagr~mmes besteht nun darin, 

'dass man jedem Punkt ein Exemplar eines k-Vektorraumes der Ge­

stal t kn , n E. \N , zuordnet und jedem Pfeil eine Matrix mit 

"richtiger" Zeilen- und Spaltenanzahl (Anzahl Zeilen = Dimen­

sion des Vektorraumes an der Pfeilspitze, und entsprechend 

fur c:Lie 5palten). Wie vorher definiert eine solche Belegung 
A 

einen Dk-Modul M; es ergibt sich jedoch aus den nachfolgenden 

'Resultaten (Struktursatz und Charakterisierung der Gruppen vern 

" Typ Z), dass jeder seIche Dk-Modul M isomorph ist zu einer 

direkten Summe von Moduln der Gestalt MAl' also wieder vorn 

Typ T ist, was man ilbrigens auch unmittelbar direkt, einsehen 

kann. 

Fur die speziellen Gruppen bzw. Moduln der Gestalt ''de A bzw. 

Ma definieren wir eine F-Lange und eine V-Lange in fol-
gender Weise: 

r 

IF('dtA) = IF(MA) = .2 Pi = Anzahl F-Pfeile in 
,:1 

r 
IV(~A) = lV(MA) = .2.. ~i = Anzahl V-Pfeile in 

,:i 

( A = wie fruher). Wir werden spater 

sehen, wie sich diese Grossen mit Hilfe des Frobeniushomomor­

phismus und der Verschiebung ausdrucken lassen (§7.). 

8eispiele: In den folgenden 8eispielen steht zunachst der 

Modul MA ' dann das zugeh5rige Diagramm und anschliessend' 

die zugehorige p-Gruppe. Dabei ist ~k die additive k-Gruppe, 

t)h,k die k-Gruppe de~ Wi ttschen Vektoren der Lange n ~ und 

~"~k bzw. 1 W1 O)h,k die m-fachen Frobeniusker,ne. Zur 8eschreibung 

der k-Gruppen verwendeM wir die funktorielle Schreibwei~e 

(R ist immer eine k-Algebra). 

A, 

A, 



i, 

.' 

.... : 

a~'~l~>'~~:" : .... ~.> '.: 

M n 
F 

F F F 
.~.~ ... ~. 

. 
tv 
.~.--.... ... ~. 

F F F 

F F F 
.--.. -+ ..• ~. 

tv . 
t v 
. 
t v ~(R) = tCr,CrO,r1' .. ,rm))/ r~= .. =r~=o, 

rP"=r 0 . ~ ., 
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§3. Gruppen vorn TVp Z 

Hier betrachten wir nun di~ Hglbgruppe .~ CV', F- 1
) und nennen 

ein Wort B. zulassig, fal19 8 verschieden von 1, Vn und F-n 

mi t n e. IN ist, und nicht periodisch, falls 8 verschieden von 

en ist fur aIle C e ~ (V, F-
1) und n > 1. 

1st 8 = 
ktinnen wir 

• 
• 

1 '= 1(8) 

va", F~Q1 Val F-bl ••. vas F-bS ein zulassiges Wort, so 

Bauch durch das folgende Diagramm beschreiben: 

F V 
1= . • ..::---- • - .:... V, 
/' ~ O:t t.~~. V 

/'·1 . t'l~. 
• C-l .'. 

• 3 • 

s s 
= lao + 2.b. 

',:'1 1 i:'" 1 
ist die Wort lange und wir denken 

u~s immer die Punkte des Diagrammes in der angegebenen Weise 

durchnummeriert. Entsprechend werden auch die PFeile des 



Diagrammes nummeriert: der n-te Pfeil entspricht dem n-ten Buch­

staben des Wortes B und ist der. Pfeil zwischen den Punkten mit 

den Nummern n-1 und n. 

Ist nun B ein zulsssiges Wort der 

natOrliche Zahl und \fl. E. Gl (k) 
1 n 

n~n-Matrizen, 50 erhalten wir einen 

Lange 1 = 1(8), n~1 ·eine 

i=1,2, ..• ,1(8) invertierbare 
.t\ 
Dk -Modal N. = NB, (1{I1 , ••.• , I.fe) -

beschrieben durch das folgende Diagramm: 

Der unterliegende k-Vektorraum von N ist die direkte Summe der 

im D~agramm vorkommenden Exemplaren von k n und die ~ndomorphismen 

Fund V wirken auf der kanonischen Basis der einzelnen kn 

gemass der 8elegung des Diagrammes durch die Matrizen ~, • 

Wiederum wahlen wir eine infinitesimale unipotente p-Gruppe mit 

Dieudonne-Modul isomorph zu N und bezeichnen 
8,( \f1' 4'2'··' If l ) 

diese mit ~ 8 , ( 1.(.1 , •• , lft ) • 
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Es ist kiar, dass m~n durch geeign~te Ab~nderung der Basis 

immer erre1chen kann, dass alle ~, ausser einem, etwa lf1 ' 

gleieh der Einheitsmatri'x 1 sind.Wir verwenden dafilr.die n . 
folgenden abkurzenden Schreibweisen: 

:= 

und ana~og wer~en die 8ezeichnungen 

definiert. 

N8 

OJ 8,~ 

:= NB 1 , 

und ~8 

Fur die speziellen Monome der Gestalt 

wir dann noeh kurzer 

8 = VaF-b schreiben 

Na b := N a -b , V F caa ,b := 

Auf Grund der obigen 8emerkung wird es im folgenden meistens 

genugen, nur die Gruppen der Gestalt zu betrachten. 

Fur die L§nge der p-Gruppe ~ sowie auch des z~gehari--J S, 4' 
gen Moduls NB,~ _ erhalten wir 

s S 
n ·l( 8) = n (1. a. + 2. b. ) . 

,;:1 ~ '1~'1 1 

4'E. Gl (k). 
n 

Wir definieren wiederum eine F-Lange und eine ~-Lange fOr 

~18, 4> bzw. NS,'f 

s 
IF('18,\P ) = IF(NS,'f ) = n-IF(S) = n·(Lb.), 

I~ '1 1 

s 
IV(~8,lp ) = IV(N8~~ ) = .n'IV(S) = n-(L.a.). 

i:-i 1 

Wir werden spater diese beiden Grossen ·mit Hilfe dee Frobeni­

ushomomorphismus und der Verschiebung ausdrucken; insbesondere 

·hangen sie nUJ:-"vom Isomorphietyp der betrachteten 'Gruppe ab: 
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Definition: Eine p-Gruppe OJ heisst vom Typ Z (~Zykeln), 

~ ~ isomorph ist zu einer direkten Summe von Gruppen 
ifo -1 der Gestalt Sl B,lf mit zulassigem B E. '.j\. (V, F ), 4> E Gln(k) 

und n ~ 1. 
1\ 

Analog werden die Dk~Moduln vorn Typ ,Z definiert •. 

8emerkung: Das Wort B ist durch den Isomorphietyp der Gruppe 

o nicht eindeutig bestimmt: Ist z.B. B = em CJ = ~ B,4> 
so lasst sich <1 auch in der Gestalt C1 schreiben. e, 'f. 
Auch ein nicht periodisches 8 ist nur bis auf zyklische Ver­

tauschung der Buchstaben von B bestimmt. Wie im Anhang konn­

te man eine Eindeutigkeit dadurch erzwingen, dass man unter 

Verwendung einer totalen Anordnung der Worter B nUT solche 

zulasst, welche nicht periodisch, zulassig und unter allen 

zyklisch vertauschten minimal sind. Es wird spate~ im Zusammen­

hang mit der Cartier-Dualitat klar werden, wieso wir uns hier 

nicht zum vorneherein auf solche WBrter beschrankt haben~ 

Die Frage der Unzerlegbarkeit der Gruppen ~ ,J B, ~ werden wi.r 

im folgenden Paragraphen 4 behandeln. Wir kBnnen jedoch hier 

'-. schon feststellen, dass ,die Gruppen G mit i' E. k* = G1
1
(k) ..,~" /.t-- ,J B, A 

\. ~" ~, .. 
. r .. '- .... , ...... 1 und zulassigem, nicht;-periodi schem B sicher unzerlegbar 

t_ sind. Etwas allgemeiner haben wir folgendes Resultat: 

Lemma: Ist ein zulassiges Wort aus 'to -1 .:n.. (V, F ) mi t 

nicht periodiscnem e, so ist jeder direkte Summand der p­

Gruppe OJ8,lf isomorph zu einer Gruppe der Gestalt ~~ C,o/ • 

1st umgekehrt (JC 
~l1 e, 1.t isomorph zu einem diiekten Summanden 

.einer Gruppe OJ 8 1 ,If ' so ist 8 1 bis auf zyklische Ver­
~auschung gleich einer Potenz von C. 

Dieses Lemma lasst sich ohne weiteres aus den allgemeinen 

ResUltaten des Anhanges ableiten; es folgt jedoch auch un­

mittelbar aus den Ergebnissen der folgenden Paragraphen, 50 
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dass wir hier'auf einen Beweis verzichten. 

Bemerk ung :, 8ei der Definition des' Moduls 

haben wir die Matrizen q. c Gl (k), also invertierbar vor­
l n 

ausgesetzt. Verwenden wir beliebige Matrizen Lf. E:. M (k), 
1 n 

A 
so erhalten wir in analoger Weise einen Dk-Modul, welcher 

jedoch im allgemeinen nicht mehF vorn Typ 'z ist. 

Beispiele (vgl. die Bernerkungen'zu den Bei'spielen am Ende des 

Paragraphen 2): 

N = a,b N a -b V F , 

FOV 

8ei diesen k-Gruppen hande1t es sich urn Erweiterungen 

von 0(. mi t :ttX
k --P\(--r 

, undzwar repr~sen~ieren,die ~-

Gruppen ~:X' i' ~1. k' P~o(k 
gruppen von PoCK mi t Po{k 

1 . 
und PoCk aIle Erwei,terungs-

, wobei, qJ ~ und OJ ').' 
~. 1\'-;( 1t p2.:..1. genau dann isomorph sind, wenn 1\' 1\ E k gi 1 t 

(vg1. §4.). 

• • 
• 
F\/V 

c:t(R) 
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§4. Unzerlegbare 
./ Gruppen vorn Typ Z 

/ 
/ 

Wir b~trachten hierzu dre Ringe 

= 

wobei die Unbestirnrnte 

genugt: 

T ." t 

t €. iN , t > 0 

folgender Vertauschungsrelation 

t _- "P'T 'Ck A t A ~ • 

Ein, Rt-Modul L endlicher Lange ist also ein endIic'hdimensio-

nalp-r k-Vektorraum L zusammen mit einem semilinearen'Automor-
.pt . 

phismus 't = 't"L L--... L mit 't(AV) = A·~(V). 

I~sbesrindere definiert jede invertierbare Matrix ~€ Gl (k) 
n 

einen Rt-Modul L~: der unterliegende Vektorraum ist der 

kn und ~ wirkt auf der kanonischen Basis wie ~. 

------~ 

Nach dem F~~_~b~~_h.::~_t0 ist der 6'k-ModUl NS ,4> genau 
dann unzerreg'bar, wenn der Rt -Modul Llf .unzerlegbar ist , 

t = l(B). Genauer liefert jede Zerlegung von L~ eine ZerIe­

gung von NB,~.; 

Satz: a) 1st CC_a:~.:bra~abgeS~loss:;) so gibt es genau 

einen einfachen Rt -Modul fOr jedes t e. lW , t> 0, namlich L l' 

und jeder Rt-Modul endlicher Lange ist halbeinfach. 

b) Die Isomorphietypen von Rt-Moduln der Lange n werden 

klassi fiziert durch H 1 ( 1\ I GIn (Tpt)) mi t . '\r =Gal (k/k) und 

induzierter Operation von rr auf .~pt. Spez~ell sind die Iso­

morphieklassen der Moduln der Lange 1 gegeben durch die L ~ , 
." . t -1 

falls A E. k ein vollstandige.~!,.O.~e'!ta~.t_~J.1.sy l?t~~ .mod k~ p -
durchlauft • 
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-,.;m. _. 

. ~ 
.J.}V-

v~, . 
V \~ 

\J . 

Beweis: Bekanntlith ist in Rt fOr t> 0 jedes Linksideal und 
------
jedes~Rechtsid~al ein Hauptldeal (es gibt einen "liMken" und einen 

~~~chten" EuRlidschen Algo~ithmus).· 

a) 1st k algebraisch abgeschlossen, so ist jedes maximale Links­

~·.!g~~l~:~on der Gestalt Rt(T t -.A) mit ~ek und die Rt-Moduln 

~ L):. .. =:t Rt/RtCTt -).) sind aIle untereinander isomorph: das Rechts-
. ~ 

multiplizieren mit fA E:. k liefert einen Isomorphis'mus 
. ( ._.'- L ,,' ~ L "JA-.4,.~: 

von der t~~~nddt daher noch zu zeigen, dass jede Erweiterung 

Gestalt i q o ~ L1 ---+ M ~L1 ~O 

s~~ltet~ Sei hierzu e = i(1) das Bild der kanonischEn 8asis von 

L~.· unt~r i und mE M. ei.n Urbild der kanonischen Basis von L1 

unter q. Dann gilt Ttrn= m +~e fur ein ~Ek; ist ~= 0, so 

ist km 

~ =I 0 

pi: 
.~ .. _- X + 
einfache 

ein Untermodul von M und die Erweiterung spaltet. Fur 

setzen wir mt = m +fe, wobei .J.J. der Gleichung 

~ = 0 genOgt und erhalten damit Ttm' =. m', wie .eine 

Rechnung zeigt, und damit die Behauptung • 

. b) Diese.Behauptung ergibt sich mit den Oblichen Methoden ~er 

·.·G~loi~cohomologie .aus de~ Tatsach~, d~ss der Endomorphismen-

.' riiig:des Rt -Moduls 'L
1 

gleich Tpt. ist. 
:.: -:.' . ij tJ 2 : 

. .. :-:.;: : ... 

. :~;f<'.· 

.--------~---:-------~. 
, .~ f'olgerung: 1st k = k alg ebra.i 5th abg eschl0 ssen , so i st jede 

~nzerlegbare p-Gruppe vorn Typ Z isomorph zu einer Gruppe ~B 
111' -1 

1<,' 
'''~ 

~)',,: 

nicht periodischem 8 E. ~(V, F ) • 

S~~t"i:it 
.: " ,.?·:·,+.:'.~.~.:;.t;~.-: ....... ~" 5.~: ; 

~:~:.{~~iL. h ~ ~ 

r 
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~.§5. Struktursatz 
I 

.' 
/ 

: . Der Beweis des folgenden Struktursat2/es wird im Anhang gegeben, 

"und zldar in der Formulierung fUr Miu1n • yJ;...,L ,,~ \ 
/ 

\ 
:.;, Struktursatz: Jede unipotente infinitesimale p-Gt'uppe ist eine 

::direkte Summe von unzerlegbaren Gruppen vorn Typ T und vorn Typ Z. 
.{\ 

Jeder Dk-~odul endlieher Lange ist 
~..... . 

eine direkte r.\) 
Surnme von Moduln vorn Typ T und vom Typ Z. 

~J 

V 'vr-. \ 

~~ 
8emerkung: Die Eindeutigkeit der Zerlegung folgt aus dern bekannten 

Satz von Krull-Rernak-Sc:hmidt zusarnmen mit der Tatsac:he, dass der 

Endornorphismenring eines unzerlegbaren Objektes endlieher L§nge 

immer ein lokaler Ring ist. Wir werden uns in §10 noeh eingehend 

mit den Endomorphismenringen der unzerlegbaren Gruppen vorn Typ T 

und Z beschaftigen. 

Zusarnmen mit den Resultaten der vor?ngehenden Paragraphen erhalten 

wir noeh folgenden Zusatz: 

-;. 

\ 

. -------..---/:---­,. 
--.--.---.-... --.-.--.. ---'-~----~-----

"\ 
Zusatz: a) Jede k-Gruppe vorn Typ T ist bereits tiber 

o I und zwei solche Gruppen sind genau dann k-~somorph, wenn 

definiert, \ 

sie schon I 
/ . tiber iFp isomorph sind. ) 

-----------------------~ 
~ --------;-b~)---::-I s"'"""7t--;::B -::E.-:-;~~( V t F- 1 ) .zulassig von der Lange 1 = l( B) 

und n eine positive natDrliche Zahl, so werden die Isamarphie-

klassen der p-Gruppen el1 mit Lp 6. Gln(k) durch die Menge 
~a 8, If 

1(,-- -H '1\, Gl ( n- t ~ ) 
n r mit 7T = Gal(k/k) beschrieben. FOr algebra-

isch abgeschlossene Korper k haben wir einen 1somorphisrnus 
N "'-J N n 8,4' = 8; in diesern Falle ist jede Gruppe vorn Typ Z bereits 

:.~ IF definiert. . p 

8emerkung: 1st ~ = ~1 8 eine Gruppe vorn Typ Z mit m 
8 = C , so 

1st im algebraisch abgeschlossenen Falle 

"') r Dies gilt auch noch fUr diejenigen Korper 

L lhalten. 1 = He). 

S\ i sornol'p h zu 

k, welche ,t-f'e. ent-



== 

21 

§6,. Basiswechsel, FrobeJ:1iushomomorphismus und Verschiebung . 

1st. (j: k ~ k' eine Korpererwei terung mit perfektem k I , . so· 

entspricht dem Basi swechsel qff7) = k' ~ 9l bei den p-Gruppen ein 
~ A A 

Funktcr M ~ M = k'~ M von den Dk-Moduln in die Ok I-Moduln: 

Der unterliegende k'-Vektorraum von Ml~ ist k'~M und die bei­

den k'-semilinearen Endomorphismen Fund V von M~) sind 

durch 
I 

F(A@m) = V(X@m) . = 

eindeutig festgelegt. 

M(a) =: M(P). (0") OJ(p) setzen wir ~ _0 , - ° 

und entsptechend ist M 
(p'" ) und 

. (ph) 
~. de.flniert fOr aIle 

uber lFr~ definiert, so gilt in kanonischer nE. £. . 1st· z.8. qJ 

Weise ~J (p") = ~~ 

Der Frobeniushomomorphismus TCA: OJ ---+-ca (r) und die VerschiebunQ_ 

lJ~: OJ lp·) ~CA . bei den p-Gruppen lassen sich a.uf der Sei te der 
J\ 

Dk-Mcduln ~ehr einfach verstehen: Die beiden semilinearen Endo­
A 

m~rphismen FM und VM induzieren in bekannter Weise Dk-Modul-
homomorphismen 

r-

.tM ---....:~~ M 

M 

D~r Frabeniuskern ~OA = Ker ~ und die grosste Untergruppe 

U~c ~ ,welche van der Verschiebung annuliert wird, fOhren 
zu folgenden Defini-tionen: 

und 
b: 1 ~ 

g-M 

l)M 

= 

= 

M/g- (M(P» r.-
Coker jM = 
. Cp1} 

M/ D(M(P""» Coker OM = 

. i-~:". ist der grosste Quotient von M, welcher von 
till- rd und t en sprechendes gilt fOr· uM• 

= M/F(M) . 

= M/V(M) 

F annuliert 

I 
t 
I. 

: ! 
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~s~g!lt also in.kanonischer Weise 

v~ ;;.: 

M( q (0'» 

M(r~ ) 

M(:fOj ) 

= 

= 

= 

MCq)CfT) 

r-

~ M(~) 

r~ M:(q ) 
j-

Man vergleiche hierzu 
~. '\ ~ or4 

und 

und 

M(D~ ) ::::I 
7.) 

M( C:1 ). 

M(Oc:J ) = V' M( c..~) .• 

sowie 
. 0 

.V,§1,n ~. 

~i; wollen nun aIle diese Konstruktionen irn FaIle der speziellen: 

Gruppen bz.w. Moduln 'k A bzw. MA vorn Typ T und 01 B (Ir. 10 tD ) - J , ..,..~., -r 1 , • • , '"\ (.. 

bzw. N ID)' vorn Typ Z, 1 = 1(8), If· E Gl (k), nEiher 
. B, (If,, , ~ 1. ' • • , .,. e ' n . 

beschreiben: 

Fur einen Basd:swechsel rr k ~ k I gilt in kanonischer Weise 

'jf (,,-) ~ A k' q (rr ) 

q 8, (~1' , • • , If ~ ) = 8 , ( 41" ,lfl" • • , 4' £.) = A,k , 
M(cr ) 

A,k = MA k' 
N (cy) 

8, (lf1 ,If 2. , •• , 4' t) = N (\ I 8, 'f.. ,. ,. > '-e e. ) , 

mit 
e' 

4> I = . 0- (If;) 
1 = Sild von 

erhalten wir 

= 1e A 

und ,'entsprechend fOr die Moduln. 

~~~ ~-linearen Homomorphismen 

tJ "" ~~ .. ~ T ;a 

If·· \ in 

g-
MA 

MA MA 
N~ 

V'M MA ~ MA O'N 
/1... 

wirken auf der kanonischen Basis von 
Die r::, , 

B 

Gl (k'). Insbesondere 
n 

N 8, (~; ) 

NS, (~~1 

und 

,. 

(if, . ~"'I (ph) 
-,~ S, (4', , •• , lfe. ) 

N8 (~(~) , , 

;.N 
8., ( Lfj ) 

gena~'wi~ Fund V fi'j~ '.:'.. • Hieraus geht hervor, dass man die Restklassen-
Moduln . - M und N (b M ) 

9- A r.- 8 ( ) . zw. D A und I",N S, (H.'., ) in folgen-
d ::t- ,\fi rwT' 'T 

er We~se erhalt : 
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1m Diagramm dieser Moduln werden samtliche Endpunkte von F-Pfeilen 

(bzw. Y-Pfeilen) mit allen ankommenden und wegzeigenden .?feilen_ 

weggelassen. 

Dies ist natOrlich aueh die 8eschreibung des Frobeniuskernes (bzw. 

des K:ernes der Versehiebung) im FaIle der p-Gruppen ~ A und 

OJ B~ ( li;) · 
Diese_Moduln Coder Gruppen) zerfallen daher in eine direkte Summe 

von M:6~:h.Jln Coder Gruppen) vorn Typ T, in deren Diagramme nu~ noeh 

V-PFeIle (bzw. F-Pfeile) vorkornmen. Man ver.gleiehe hierzu die 

Klassifikation'der kommutativen algebraischen k-Gruppen, welche 

vom Frobeniushomomorphismus bzw. der Versehiebung annuliert wer­

den; '(GAJ 1I,§7,no4 un'd IV,§3,no6~ 

§7. Charakterisierung der Gruppen vorn Typ Z 

Aus der Beschreibung der Untergruppen -:r~' und v-'J.e. einer p-Gruppe 

~ = 'at
A 

vorn Typ T, A = FP1v-Q1FP2 ••• FPrv-qr, im vorangehenden 

Abschnitt erhalten wir fOr die Langen 'dieser Gruppen folgenpe 

Beziehungen: 
r ~ 

1(:;- ~A) = l(~A) 2.. p. = ,2- 9i + 
;:-1 1 1=" 

"" ... 
l(b~A) = l(~A) l.. q. = 1- Pi + 

1:1 1 \=;f . . " .• 

Ebenso e.rgibt sich Fur die Gruppe OJ = q{ 8, If 

und W; va1F-b1v82 VasF- bs 

mit 

.e: : 
~ 

1(1GJ8,1,f ) = n .l. 8. = IV(~ 8 If 
'. - j = 1 1 , 

:..-~:.~~~ 
s 

n.(O~8,4> ) = n .l.b. = IF( ~B~lf r. 'I~" 1 

1 

1 

) 

= IV Cae A) 

= IF(~A) 

4' Eo. Gl (k) 
n 

) . 

+, 1 

+ 1-

Die 9.~~ichen Formeln gel ten natOrlich 8uch fOr die speziellen Moduln 

MA und N 8, If • 
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Ebensoleicht erhalt man folgende Beziehungen fur diese Gruppen 

= 

W;r nun zur Definition der F -Lange und V-Lange fur be'­we,lehe .. 
~iebige p-~ruppen benutzen: 

Definition: FOr eine p-Gruppe ~ ist die F-Lange IF und die 
1 ., 

V~Lange Iv definiert dureh 

= und = 
A 

Ebenso wird die F-Lange und die V-Lange von Dk-Moduln endlicher 

Lange definiert. 

Satz: Fur eine unipotente infinitesimale p-Gruppe ~ sind 

folgende Aussagen equivalent: 

(i) ~ ist vorn TYE Z; 

(ii) 1m 1"OJ ~ 1)OJ 
(ii)' -1m O~ ~ ~q 
(iii) 1(~C.d) + l(t)~) = I(Sj); 

(iv) IF( ~) = I(~c:\ ); 

(iv)' IV( ~) = 1(~Cl) ; 

Bemerkung: 1st ~ eine beliebige p-Gruppe, so sind die Aussagen 

(l),(ii) un~ (ii)' naeh wie vor aquivalent~ Die Bedingung (iii) 

charakterisiert diejenigen p-Gruppen, welche keinen direkten Sum­

manden vorn Typ T besitzen. Etwas allgemeiner gilt 'folgendes: 

Fur jede p-Gruppe qj ist 1(}<1) + l(v~) -' I( ~A ) gleich 
der Anzahl Faktoren vom Typ Tin, einer direkten Summenzerlegung 

'v~~. ~ in unz,erlegbare p-Gruppen. Ist ~ zudem unipotent und 

infiniteSimal, .50 ist di ese Anzahl auch gleic;.b.. 1(1/1) - IF(~1) = 
=' '. I ( j CJ) - I V ( ~ ) • 
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~rBeweis: Nach dem'folgenden Lemma sind die Auss~gen (i), (ii) und 
...,-'------
-(ii)" equivalent. Zudem haben wir nach Definition die Implikationen 

(ii). =>(iv) und (ii) 1 ::;'>(iv) I, und offensichtlich folgt aus (iv) 

lS~nd (iV~' auch die 8ehauptung (iii). Da fOr eine p-Gruppe vom 
~ t"'oo ....... 

'=i'~~'·T· die Beziehung l(lOj) + l( t)q) > l( c1 ) gilt, folgt mi t dem 
, ' 

Struktursatz auch die Implikation (iii)' ~(i). 

{ r~AiT: 1\ 
\. ~. ..J" 

Lemma: Fur einen Dk-Modul end1icher Lange M sind folgende 
-1!'>.. . 

Aussagen equivalent: 
ZL 

~:. ; 

I' , 

(i) M ist vom Typ Z 

(ii)' Cairn rM ~ VM .; 

(ii)1 Cairn 

Beweis: a) 

:. · : oder Na, If 
Ist Meiner der spe~iellen Moduln MA vorn Typ T 

vorn Typ Z, so lasst sich nach §6 Coim j M 

~.: (bzw. Cairn 'OM) folgendermassen beschreiben: Im Diagramm von M 

:L w~rden aIle Punkte weggelassen, bei denen kein F-Pfeil (bzw. 

~~kein M-Pf~il) wegzeigt. Im FaIle eines Moduls vom Typ Z ~ind 

das aber genau die Endpunkte von V~Pfeilen (bz~. F-Pfeilen) , 

~c und wir erhalten daher in diesem FaIle 
.J-_ 

'I' (b C·', ... ~ ') .~.~:: zw. ~lrn v M -'rM , wornit die Irnplikationen (i) => (ii) 

i:~~ und. (i) ==>(ii)' bewiesen sind. 

b) Ist M = MA ein Modul vorn Typ T, so erhalten wir 
mit den Beziehungen zu Anfang dieses Abschni tt'es: 

wi :. .. , l(Coim T
M

) I(Im 1M) IF(M) I( OM) 1 = = = 
\to!7, 

, .. 
I(Coim OM) = I(Im 'OM) = iV(M) = l( -M) - 1 

1 ::: 1 (~ .. ,,:t 

. . 

t(~~: ~~; y.:~u: ~~~ H~~:e ~~:).st.~:~~~rs;:~::n ~5 
die Implikationen 

': ,,:',~jl(}'::i' 
\ -"~jif~Ji~~~';, 
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§8. Cartier-Dualitat 

1st ~ eine ~ndliche kommutative ·k-Gruppe, so ist die Cartier­

duale Gruppe C1, definiert durch 

C[GAjII,§,1,2,.10). Die Ubertragung dieser Dualitat' auf die Dieu­

donn~-Moduln fOhrt zu folg~nder Definition des dualen Moduls ' tM 

zu einem Bk-Modul M endlicher L§nge: Dei unterliegende k-Vektor­

raum ist Homk(M,k) und die Endomorphismen Fund V sind defi-

niert durch 
F(CX' ) (m) = 0{ (V(m»p 

-1 
V(d ) (m) = ry.' (F(m»P 

fur ~ E HomkCM,k) und mE M. Eine kleine Rechnung zeigt, dass die 

so defini~rten Abbildungen F(~) und 

sind und dass die Vertauschungsregeln 
·1 

V(AC() = i\P V(d) , A E. k, gelten. 

V( ex) : M ~ k k-l,inear 

F(Aof) = I F( ex ) un'd 

Fur eine unipotente infinitesimale p-Gruppe ~ gilt dann in 
kanonischer Weise 

= 

1'\ 
1st lp: M ~ N ein D~-MOdulhomomorphi~mus, so ist die duale 

Abbildung t~: tM ~ Nwieder Bk-linear, und wir erhalten 

einen funktoriellen Isomorphismus 

t(tM) ~ M 

Wir wollen nun die Cartier-DuaIit~t im FaIle der Gr~ppen .~ 
A 

vern Typ T u d (}f 
__ ....:..:..._--=:.;n:....:=-. -A B, (4'1 , ••• , ~f.) vom Typ Z explizlt beschreiben, 

1 == 1(8), l.f; E. Gl (k). . n 

1st A ein Wort al:ls der Halb.gruppe ~ (F, V- 1) (bzw. 8 ein 

zul~ssigesWort ,aus ,~(V,F-1», so erhalt man durch Vertauschen 

der. Buchstaben Fund V- 1 (bz.w. V und F- 1) ein neues Wort 
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§9 ~.' -1 -1 ' 
aus---'de (F, V, ) , (bzw. ein zulassiges Wort aus ~ (V,F )), wel-

ches wir mit tA (bzw. t S) bezeichnen. Es gilt dann in kanoni-

scher Weise , 
t~ 

A = 

clir 

- t(Jt . 
~:": ," -dB, (If.. , • • • , lft ) 

D:::' ~. -

'd{t 
A 

= 

= 

Fb~' dasDiagramm bedeutet dies folgendes: Samtliche vorkomm.enden 

~f~il~ ~erden umgedreht und komplementar bezeichnet, wobei beim 

T~~'Z61eichzeit~g die Matrizen ~t durch ihre Transponierten er-
~ ., ~. . . 

se't :l't werden. 

AYs letztes notieren wir noch folgendes: 

I: ;~ , 1) t? vertauscht mit (perfektem) Basiswechsel 

2) tJ"" 
C?I 

,gilt 
= D t und tD r t .j insbesondere 

~ ~ ~ 
t ' o to bzw. t(_M) Ker O"t (j~) = Coker .-j- . M . , a 

,....l~-1) 
t( oOJ ) , r:-tf1) 

t( M) = CO.ker ::ltr:t bzw. = Ker At ' 0- M 

Der Typ (T.ader Z) ~ndert sieh beim Dualisi~ren nicht. 

, , , 
. .. .. ~- und = 

:r: , 

"..,..~ ._. -
,Alle: 'diese Behauptungen, ergeben sich unmi ttelbar BUS den Defini tionen. 

, , .. 
~~,':,Tm r- -_ 

r ~.:. ,_ ...... ~ 
.-; " ..... 

:'~~-=';',\tb r' ,.,," 

)~'~:'.p.i. r.::: ::-;; ~ 

'<\~~~fnn ', ... 
·~·::,,~.~e i' ~ ~ ;' ."t,·~~,\ -~:'-' .. 

Jr,' 
'~" 

l:'i,', 'j 
:, 

.. 
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§9. Seckel und Deckel 

8is auf Isomerphie ist der Frobeniuskern pak der additiven'k­

Gruppe ~ die einzige einfache infinitesimale unipotente p-Grup-
k ') 

E!; im FaIle aller p-Gruppen kommen noch die k-Formen von (l/r k k 
und Pf<k dazu. 
Wir definieren nun den Sockel 'j> ( G'J) c ~ einer p-Gruppe 

als die grosste halbeinfache Untergruppe von ~ und den Deckel -"J 

<1 --;.. 'P (C1) als dem grossten halbeinfa-chen quotienten von C;\. 
Die Lange von ~.(OJ) bzw. 'D (OJ) bezeichnen wir mit rr CO;}) 

bzw. J ( S1) • 
A 

Fur einen Dk-M~dul M definieren wir ebenfalls den Sockel 

~ (M) C M bzw. den Deckel M ~'D (M) als den grossten halb­

einfachen Untermodul bzw. den grossten halbeinfachen, Quotienten 

von M; fur .die Langen setzen wir wiederum (y (M) t bzl,U. (\ (M). 

1st (H infinitesimal und unipotent, so erhalten wir also in ...... d 

kanonischer. Weise 

= 1) (M(OJ» = 

sowie = d(M(Oj») = 

Zudem i st· ':f ( 0,1) ~ p cI ~(qp und 'D (qj ) ~ p c:i ~ (Sf), und ent-

If (M(~» 

, "fJ(M) fi\ ,,.., oeM) 
sprechend ~ (M) ~ k' und).) (M) ~ k ; insbesondere 

ist d(M) die minimale Erzeugendenan~ahl von M als Ok-Module 

~s 1st leicht zu sehen;; das's die beiden Funktoren ~ und 'j) 

mit perfektem,8asiswechsel vertauschen, wenn wir uns auf die uni-
A 

potenten infinitesimalen p-Gruppen bzw. die 0k-Moduln beschranken. 

'1m FaIle der speziellen Moduln MA vorn Typ T bzw. N 
B , ( 4>.. , • ., 't't) 

vom Typ Z lassen sich die Grossen ~(M) und £(M) aus dem 

Diagramm ablesen: ~ ist die Anzahl der gemeinsamen Spitzen 

von V- und F-Pfeilen (~.~ V ) und' 6 ist die Anzahl 
d F V er gemeinsamen Anfangspunkte von V- und F-Pfeilen (~.~), 

wobei im FaIle N mi t lf' E: Gl (k) jeder. Punkt mi t 
. B , ( ~ , • • , ~L) I n 

der Viel fachhel' t ' n "hI' t zu za en 1 s • 
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Die 8ehauptungen des folgenden Lemmas ergeben' sich unmittelbar 
I 

aus den Definitionen: 

Lemma: Sei 0A eine p-Gruppe. Dann gilt: 

(i) t ~ (C!l) ~ 1) ,(tCj ) und t1).< C3) ~ ~ (tc) ) in 

kanonischer Weise; insbesondere ist (f (tOj) = b (OJ) 

und d (t~) = () (q) • 

( i i) I st OJ vorn Typ Z, 50 i st, G" ,( OJ )' = S ( OJ ) • 

(iii) 1st OJ unipotent und infini teslrnal, ,50 ist 

I c5 ( ~) -I)" ( (~P \ ~ Anzahl der unzerlegbaren Faktoren 

vorn Typ T in einer direkten Surnmen,zerlegung von OJ 
in unzerlegbare Faktoren. 

f\ ' 
Die gleichen Behauptungen'gelten natOrlich auch fOr,Ok-Meduln M 

endlicher Lange. 

Wir untersuchen nun das Verhalten der Grossen und ' 1 
V 

pei exakten Seguenzen, speziell fOr den Fall, we der Kern oder der 

Cokern die Lange 1 hat. Wiederum formulieren wir die 8ehauptunge~ 
A 

,nur fOr p-Gruppen und Gberlassen die Ubertragung auf 0k-Moduln dern 
Leser. 

~: a) ~ D--p..:i ~ ~ ~Sl ~D 
~-Gruppen. Dann gilt: 

eine exakte Sequenz von 

: .. " 

: .. ~:~.~::~ . 
• • 0. 

( i ) J ( Sl) ~ ~ < q{) ~ J t ~) + 1 mit J ( ~1) = 0 (q) + 1 

(iii) 

genau dann, wenn die FeIge spaltet. 

Ist OJ vom Typ Z, so folgt 

und IV(~) = IVCOJ) + l' 
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b) Sei eine exakte Sequenz von 

p-_Gruppen.,Dann gilt: 

(i) mi t ". ( ~) = c- ( ~') + 1 

genau dann, wenn die Polge spaltet. 

(iii) Ist ~ vorn lyp Zt so folgt 

und lVCOj) = IV(~') + 1 • 

Beweis: Wir konnen ohne Einschrankung und <1' infinitesimal ------
und unipotent voraussetzen und folglich algebraisch abgeschlossen 

, ·~nnehmen. Die einander entsprechenden Aussagen von a)' und b) sind 

.dual zueinander, undo es genOgt daher, je eine davon zu beweisen. 

Aus b) erhalten wir die exakte Sequenz 0 ~~(~') '~~( l1) ~ra 

und damit die B~hauptung (i). 
\f -Aus der Sequenz a) 0 ~r-:X ~ Cd ~ Cd --> 0 erhalten wir die. exakte 

- . - - -1 -, Sequenz 0 ~""o( ~ <1 -:,.. 'j ( Cl ) ~ 0 mi t G1 = 4' -(.'f ( ~1 » C CJ • 
"V. _ 

Spaltet diese Folge, 50 ergibt sich rr (0;\) = cr (~) = 0" (<1 )+1; 

andernfalls enthalt OJ einen unzerlegbaren direkten Summanden '.91", 
der Lange ~ 2. Es gilt dann Ker ~ <; ~"1 und wir erhalten eine 

"~.~':-,.exakte Sequenz 0 ~rq' ~ (,j", ~ f'~s ~ 0 mit 1 ~s.s fj (~). We-

,'.:.,:.gen der Unzerlegbarkei t von 011 folgt aus dem vorang.ehenden Lemma 

:.;. '::;,:'~:::.:~~(1ii) die Abschatzung s ~ 2. Nach Konstruktion ist ~ = 911 @ i'o(r . 

:~~~r.: ~:~~'1~\t~~mit r+s = (i(Oj) und daher 

~'~~r -(r(OP ~ 0- (q) = r + 1 = cr- <0.1> - (5-1) 

wegen s~2 die Behauptung (ii) bewiesen ist. 

~ vern Typ Z, so gilt nach Defini tien ~ (~1 y ~ 1m ';~ und 

(~1) ~ I!'l ()~ (man vergleiche die Beschreibung von Sockel und 

ekel fur die speziellen Gruppen ~8 ~ zu 8eginn d~eses Ab-

n~~tes). Wir erhalten daher aus der'Sequenz a) (mit ~ vom 
die, beiden. exakten Sequenzen 

o ~ p~ ~ Im 1~1 -+ Im 1Ci ~ 0 

o --->roc' ~ Im lJC.l ~ Im V~,~ 0 
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worBUS mit IF( q) = l(Im 1"Oj) und IV( C1) = I( 1m 'DOJ) 
Definition §7) die 8ehauptung (iii) foigt. 

(naeh 

~Wir ziehen noeh eine Folgerung BUS diesem Satz, welehe wir im 

:" Kapitel II'be~utzen werden. 

> Folgerung: . Ist 0 --;.orO( ~OJ ~d{ ~ro( ~D eine exakte 

Sequenz von p-Gruppen,. OJ und 'de. vorn Typ, Z, 50 gilt: 

(i) = 
(ii) 

§10. Endomorphismenringe 

" 

IV( ~) = 

1 , I (5 (Cd) 

IV (iJ-e) ,. 

cr(~), ~ 1 • 

1st OJ eine p-Gruppe 

bezeiehnen w~r mit ~ 
bzw. M ein Dk-Modul endliche~ Lange, so 

bzw. 'C.
M 

den Endomorphimenring 

tc
J 

= End OJ bzw. EndB eM) 
k 

!M und dami t auch ~ lasst sich in den Matrizenring Ml (k) " 

I = I(M), oder = I(~), einbetten und kann als ?!lgebraischer 

k~Ring aufgefasst werden (vgl. z.S:.[3]).' 

Der fo~ge~de Satz Iiefert einige Strukturaussagen fur den Endo­
,morphismenring; dabei beschranken wir uns bei.der formulierung 

~u~-den Fall, der p-Gruppen und DberIa~sen dem Leser die Ubertra-
... - - '. . A 

gung derResultate auf den Fall der 0k-Moduln. 
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, ~: 1st k algebraiseh abgeschlossen und ~ eine unzerleg­

ba~e infinitesimale unipotente p-Gruppe, 80 erhalten wir fOr den 

Endomorphismenring tq von ~ folgende Strukturaussagen: 

(i) t.Cl.ist ein lokaler Ring mit nilpotentem Maxi"!~!J~eal m, 
und zwar gilt 1rt.n = 0 fOr n ~ I( ~). 

(ii) Der Restklassenring E.q/'3tt. 1st ein kommutativer Karper: 

~/m ~ \ ~ 
lll-I't 

falls vorn Typ I 

falls 

Zudem bes1tzt die kanonisehe Projektion 

vorn Typ Z, 1 = l( Gl) 

pr: ~ ~ tG.!/lri. 
einen Schnitt, welcher ein Ringhornomorphismus ist. 

( iii) I st 1 ( ~) "> 1 so ist das Zentrum von t~, gleich lF~ 

(iv) q besitzt eine unter tOj stabile Kompositionsreihe_ 
}{ ") 01 0) ~ at ~ . 

, ~ = G~ 0 J ~~ 1 - -.i 2" •••. (} 1-1 :-> (..1 1 = 0 ml t 

mqi £ ~i+1 
TIC MI (k) 

insbesondere lesst sieh tc~ in den Ring 

der unteren Dreieeksmatrizen einbetten • 

. ~~~~!~: Wir beweisen den Satz in der entsprechenden Forrnulierung 

,fur einen unzerlegbaren Dk-ModUl M anste11e der unipotenten 

~ infinitesimalen p-Gruppe ~. 

°a) Die Behauptung (i) gilt ganz aligernein fOr den Endomorphismen­

ring ei~es unzerlegbaren Moduls endlicher Lang,e (vg1,. [BAa] §2, 

EXercice 3, Seite 2~): es gibt eine Kompositionsre1he 
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b) Ist M = MA unzerlegbar vom Typ T, so erhalten 

wir einen Rir:ghomomorphismus c.,: k • ~" folgendermas"sen: 

~(A) wirkt auf das i-te Exemplar von k in MA durch Multi-
" pi 

plizieren mit ~ , dh. beiDglic~ der"kanonischen Basis von MA 

hat ~(~) die Gestalt 

(
" p 0 \ 
: ... /4 '; 

(vgl. §2.). Nach dem folgenden Lemma gibt es einen unter ~H 

stabilen Untermodul M' = ke mit e = e. aus" der kanonischen 
l. 

Sasis von MA• Wir erhalten daher einen Ringhomomorphismus 

i 
g vl,"= ?p ; ~" ist daher 

sur jekti v, besi tzt einen Schni tt und ~/ nt ~ k -, womi t die 

eine" Halfte der 8ehauptung (ii) bewiesen ist. 

"c) Im FaIle M =" N8 unzerlegbar vom Typ" Z "finden 

1.,: "'i e ----"'!M wie o,ben gegeben durch 

l"" AO~·· °e .... ) '1 1 = 1 (8) , 
')aft 

wir eine Einbettung 

bezOglich der kanonischen Sasis von NS• Wie unter b) folgt 

auch hier unter Verwend~ng des nachfolgenden Lemmas, dass 

!t-{ / n't sich in ~ einbetten lasst und daher" ein kommuta-

tiver Korper 

Komposition 

"Da ~t1/ art 

ist, und wir werden unter e) zeigen, dass die 

""i'f ~ ~H ~ tM/m. ein Isomorphismus ist. 

ein algebraischer Ring ist, ist ~/ rrt ent­

weder ein endlicher Korper oder ~somorph zu k" (vgl. [3]" ) 

d) Wir beweisen nun (iv) durch Induktion und haben 

hierzu folgendes zu zeigen: Ist If: M ~ M ein unter 't
H 

invarianter Restklassenmodul von d~r Lange >, 1 und ist 

f ~ 'eN das ~ild des Endomorphismenringes 'C t1 in ~H' 
so gibt es in M" einen unter 'e. stabilen eindimens-ionalen . <~~~*-~ 

"~~ Unterrnodul. Bei hierfur N C ~(M) der grosste Untermodul des 

'~;t;" Socke'ls, welcher vorn Sild des Maximalideals ltt. von ~t1 in 

,~(- E" annuliert wird. Dann faktorisiert die Abbildung' 
. ~:>t~ 
":~::.;; tti > ~ndDk (N)" = 'tN Dber den kornmutativen Restklassen-
;.;"'; ~ 

. ::-:.r: 
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korper, ko = ~/m und wir erhalten eine Einbettung 

k ~! ~M (k) rni t s = l(N). Da alle vorkommenden Ringe 
o w s 

und Homomorphismen algebraisch sind, l~sst sich diese Ein~ettung 

diagonalisieren, wornit (iv) bewiesen ist. 

e) Wir wollen nun noeh den fehlenden Teil des Beweises 

von (ii) beenden. Sei hierzu wieder M = NS unzerlegbar vorn 

Typ Z. Naeh d) gibt es dann eine k-Vektorraumbasis tfo,f1,··,fl_1i 

von M, bezuglich welcher'die Endomorphismen 

Dreiecksrnatrizen dargestellt werden: 

aus tM durch 

t (a .. )c M 1 (k) \ a. .= 0 fur i < j ~ 
1.J 1.J = 

1st,nun die Komposition *pt ~ tH ~ 'eM/art= ~o nicht 

sur jektiv, 50 gibt es ein Element' 0( €: 'e.k derart, dass 

pre d ) = Cl ~ *rt , aber d. algebrai sch uber *F i st. Die 
$ 

Potenzen «P haben die gleiche Eigenschaft und sind fUr ge-

nugend grosses s Diagonalmatrizen. Hieraus folgt, dass ~(*f) 

aus Diagonalmatrizen best~ht, aber echt in t H " Llt. e~alt~n 
ist (6 t = Diagonalmatrizen in MI(k) ). Da die Darstellungen 

von Tpt auf den ke. (e. aus der kanonischen Sasis von MA) 
1. 1.. " 

gegeben durch ~ t----? ~p&..? E. EndD~ (k e. ) fUr i= 0, 1 , .• , 1-1 
k 1. 

paarweise nicht isomorph sind, handelt es sich bei der obigen 

Basis {fo,f1' .. ,f l _1i bis auf Reihenfolge und skalare Viel~ 

fache urn die kanonische Basis vQn MA• Es ist nun aber leicht 

zu sehen, dass eine bezuglich der kanonischen Basis diagonale 

Matrix of genau dann einen ~k-Modulendomorphismus induziert, 

wenn ~E."(*r) gilt. 

f) Urn (iii) zu beweisen, denken wir uns wieder den 

~ndomorphisrnenring ~H in die Dreiecksmatrizen eingebettet: 

t l1 <='T 1Ck)C M1Ck). 1st nun C<EZent!H ' so verta"uscht 0( 

mit allen Diagonalmatri~en in ~H und daher auch mit der von 

diese~ Matrizen erzeugten k-Unteralgebra von M1(k), welche 

aus allen Diagonalmatrizen besteht Cbeachte die Definition 
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von l..: k bzw. "if ~ tH ). Das Zentrum von tM muss daher 

BUS Diagonalma.tri.zen bestehen. 1st zudem ~ M. oder 'It M 

nicht trivial (dh. l(M) > 1), so erhalt man aus 

bzw. 

t Ib .'\ -- '\ P unrni tear 1\ 1\ fUr ein Zentrumselement 'L ( A ) und damit 

d.i e 8ehauptung. 

", Lemma: 1st' k algebraisch abgeschlossen, M ~ MA bzw .• = NB 
-- . 6 

ein unzerlegbarer.Dk-Modul vorn TVp T bzw. Z, so gibt es ein 

. Element e aus der kanonischen Basis von M derart, dass 

ke ein unter 'eM invarianter Untermodul von Mist. 

Beweis: 

der Fall 

Wir fUhren den B~weis fOr den Fall M = MA vorn Typ T; 

M ~ NB ergibt sich genau gleich (man verwendet am 

·Schluss die Tatsache, dass B nicht periodisch ist). 

Sei ~ =' teo' e
1

, ••• , e1_
1 

\ die kanonische Basis von M ~nd 

. e 6 G\ (\ 'j (M) ein Basiselernent aus dem Sockel'von M. Zu e 

gehort eine Zerlegung A = AI. A des Wor~es A, welche e 
dem Aufschneiden des Diagrammes von A bei e entspricht. 

In ~(F,V-1) betrachten wir nun die lexikographische Anord-
I I • I 

A = FPA V-ql\ FP1. v-q~ • • ~ A I = FP" v-q~ FPl V- q1. •• 'nung: 

genau dann, wenn . (P1,~q1,P2,~q2'· •• ) ~ (p~,-q~,P2,-q2, ..• ) 

gilt in der Oblichen lexikographischen ·Anordnung. Sei nun 

eE:(b ~ ':f(M) wie oben und 'f €. 'eM ein Elidomorphis~us von M. 
Besitzt nun 

:'. kef , el~ ~ 

, A 
_. ,. e 

4> (e) 

, so 

": ~ 1 < p l' so ha t t e 

":':~Im Falle p 1 =p 1 

::~-:,'I):ent e in k e ' 
.. ! •• ,,;. 1 mit 

eine von Null verschiedene Komponente in 

gilt e' e.l:f(M) und A ~ A , : Sei.hierzu e e 
pI _~ 

A I = F ',t V • • • und 
e 

'f ( e) = FP" ( ~ ( e 1 ) ) keine Komponente in ke' • 

hat aber eine nicht triviale Kompo-

e l E ~ 1 ..... ~, V.~ +1(. , 
.; :'':'?'''. e 1) = 0 folgt daher 

ge9,eben durch 

vq~+1lf(e1) = 0 

FP,,' e1 = e I • Wegen 

und folglich 
:::"q ~ I 
';\ ~Y'1 q1 dh. 
... v"· 

-~1 ~ -q1· Durch Induktion folgt hieraus 
' .. ,-;.~ . 
. :.;~ ~~ ... -... 
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sofort die 'Beziehung (P1,-Q1' ••• ) ~ (P1,-Q1,···), also A ~ A I. e e 

Da die A fur e E a f\ lJ'CIVl) aIle verschieden sind, gibt es 
e 

unter ihnen ein grosstes: A . Nach obigen Uberlegungen kann 
eo 

dann 4' (eo) fur jeden Endomorphismus 4> €. ~H nur in ke 
0 

von Null verschiedene Komponenten haben, dh. ke i~t stabil 
,0 

unter allen Endomorphismen von M. 

8emerkung: 1m FaIle eines beliebigen perfekten Grundkorpers k 

kann man noch folgendes zeigen: 

1) Der Satz gilt nachwie vor fOr p-Gruppen der Gestalt 

mi t zulassigem nicht periodischen 8 und A E. k*, sowie fOr 

alle'unzerlegbaren p-Gruppen vom Typ T. 

C?t,8, " 

2) FOr eine p-Gruppe ~ = ~ B,~ mit zulassigem und nicht 

periodischem 8 und If E Gl (k) gel ten immer noeh die Aussagen 
n 

(i) und (iii), (i) sagar mit 1 = 1(8). Wie im Beweis des Satzes 

erhalten wir auch hier eine Einbettung 

1 = 1(8) 

und die Komposition 

• Dabei i,st eine end1ichdimen~ionale loka1e Algebra 

aber und 1asst sich in ei.nbe'tt en. 
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§11. Gruppen vom Typ Z1 

Die p-Gruppen der Gestalt = 

( 

t 
\ 

01 r -1 
~ti V F 

und 

'). 
'~ 

J 
/ 

0:\1,5 = 

spielen beim Studiurn der p-Kerne p-divisibler Gruppen und Abelscher 

Varietaten eine ausgezeichnete Rolle. Diese beruht auf einer 

interessanten Eigenschaft dieser Gruppen bezugl~ch Untergruppen, 

welche im 'folgenden Satz zurn Ausdruck kommt l Zunachst fuhren wir 

folgende Bezeichnung ein: 

,-----~---------
. ---­~ .. -----.---....... --~-- ,----

Definition: ~ine p-Gruppe ~ heisst vorn Typ Z1' ~ qJ 
ist zu einer direkten Surnme von Gruppen der Gestalt Of 1 und , ~A r, 

'OJ 1,s· 

Analog werden die Moduln 

Satz: 1st ~ eine Gruepe vorn T~Q Z1' 'de 'c ~ eine Unt erg'ruQP e 

" vorn TYE Z, so ist 1Jt ein direkter Summand von .~ und insbeson-

" .. 

~ere auch vorn T~p Z1· 

~~~~!~: a) 5ei zunachst k algebraisch abgeschlossen. Sind dann 

und ~ = @~ direkte Zerlegungen in unzerlegb,are 
y v 

Faktoren, so gibt es zu jedem Y ein J-L derart, dass die Kompo-

si tion ~: It\,· inv,> de c __ ~~ OJ ph.Ci.y.. nicht den ganzen 

Sockel '9 (~.f 1m Kern enthalt. Nach dem folgenden Lemma ist 

dann ~~ ein lsomorphismus, woraus die 8ehauptung folgt. 

b) 1st nun k beliebig perfekt, so machen wir Induktion 

uber n = 0'( ~ ) - IJ('d!). 1st n = 0, so folgt mit a) 'durch Uber-

:~::" gang zurn algebraischen Abschluss k von k unmittelbar ~ = q 
und somi t die 8ehauptung. 1st n > 0, so gibt es einen direkten 

Sumrnanden von der Gestalt oder ~ 1,5 mit 



der Eigenschaft, dass die Komposi tion t..p: ~ ~ OJ ~ SI / C:l1 

.. t D .nf/I11.1 injektl v 1 s. a "'A -.~ wieder vom Typ Z1 ist mit· 0" (~/~\) = 

= IJ ( Cd) - 1, fa 19t . di e 8ehauptung durch Indukt i on. 

A 
Lemma: Sei k algebraisch abgeschlassen und N ei~ Dk-Modul 

vorn Typ Z. 1st dann ~: N 1 , s ~ N ein Homomorphi smus, wel­

cher auf dem Deckel einen nicht trivialen Homomorphismus 

.' 1) (X) : Ii) (N.:; ; 5) ~ 1) (N) induzi ert, so i st l ein I somorphi s­

mus auf einen direkten Summanden von N. Die gleiche Aussage'gilt 

auch fOr N 1 an Stelle von N1 • 
r! . _____ ._ .... _____ .... ___ .~ _ .. '. 

Beweis: Sei zunachst N = unzerlegbar, und sei [ev, ev , •• ,e" 1. 
I:, -tl 

bzw. (e~ das minirnale Erzeugendensvstem von N 

Dk-ModUl), welches in. der kanonischen Basis von 

bzw. N 1 (als , s 

N enthalten ist. 

1m Diagramm der Moduln entsprechen diese Elemente den gemeinsamen 

Anfangspunkten (~Ci~) von F- und V-Pfeilen. Nach Voraws­

setzung besitzt ~(e) eine nicht-triviale Komponente in ~inem der 

"direkten Summanden k·e., und es gilt daher 
1 

= ~(Ve) = V(~(e)) ~ 0; insbesondere ist V(~(e)) im Sockel von 

NS enthalten. Es folgt hieraus unmittelbar, dass alle zusammen-

t)angende'n V-Pfeil-Folgen im Diagramm die Lange 1 und aIle zusammen-

hangenden F-Pfeil;:':FDlgen die Lange s haben mussen,· d.h~ 8 = (VF- s ) d 

. mit einem 'd >. 0, welches wegen der Unzerlegbarkeit von NS gleich 

sein muss. Folg11ch ist ~ ein Isomorphismus. 

Ist nun N = @ N. eine Zerlegung in unzerlegbare Faktor~n . 1 
I. 

Typ Z, welche nach dem Struktursatz alle von der Gestalt NS 

Zusatz b)), so ist fOr eine der Kompositionen 

N' ---> N pr~:. N. 
1,s 1 
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. 
nicht trivial ist. Nach dem varangehenden ist dann· pri~S ein 

Isomcrphismus, wcmit das Lemma bewiesen ist. 

8emerkung:. Sowohl vam Satz als auch vorn Lemma gelten auch die 

dualen Aussagen, wie man mit Hilfe der Caxtier-Dualitat sofcrt 

einsieht. Wir erhalten damit folgendes Resultat: 

1st 'iT : ~1 ~'dt ein Epimorphisrnus von Gru~~en vorn T~p Z u·nd 

ist ~. vom T~p Z1' so besi t.zt 11" einen Schnitt und ~ . ist 

auch vorn T.vp Z=1. 
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Kapitel II: A~wendungen auf p-divisible Gruppen und Abelsehe 
. ==~=============================================~============= 

Varietaten. 
========== 

1st ~ eine p-divisible (formale) Gruppe, so ist der p-Kern 

'~ = Ker P·ld~. eine p-Gruppe im Sinne von Kapitel I. Es zeigt 
p,~ .-~ 
sich nun, dass diese p-Gruppen vorn Typ Z sind und dass aIle Grup-

pen vorn Typ Z als~:p-Kerne p~divisibler Gruppen auftreten. Hierzu 

konstruieren wir unter Benutzung der Dieudonne-Theorie einige 

spezielle p-divisible Gruppen und zwar in ahrylicher Weise, wie wir 

das in Kapitel I fOr'die Gruppen varn Typ Z getan haben. 

Anschliessend unte~suehen wir das Yerhalten der p-Kerne in 

einer Isogenieklasse einer p-divisiblen Gruppe. Durchlauft ~ 
~ 

eine solche Isogenie-klasse, so nimmt die ,Lange des Soekels von 

~ aIle Werte zwischen 1 inklusive und'einem Maximum man" -welches sieh 1eieht aus den Isogenieinvarianten von (H berech-~() 

~ 

"nen lesst. Dieses Resultat geht zurOck auf eine Verrnutung van 

F. Dort, welehe zum Teil von M.~poletti bewiesen wurde; einer 

mOndlichen Mitteilung van F. Dort verdanken wir den Beweis fOr 

die Tatsache, dass das Minimum angenommen wird. Es folgt hieraus 

auch, dass ein gewisser Typ von Gruppen vom Typ Z (die Gruppen 

4J r r' r>O) in jeder Isogenieklasse vorkommt': Auf der andern , 
Seite gibt es zu den Gruppen vom Typ Z1 (aus §11) ~is auf 150-

mcrphie nut eine p-divisible Gruppe mit diesem p-Kern. 

8etrachten wir nun eine Abelsche Varietat A, so erg eben 

sich aus der Existenz einer 1sogenie zwischen :-,A und ihrer du­

alen Varietat ~. gewisse Symmetrieeigenschaften fur die, Stru.k­
;".,tur des'p-Kernes A = Ker p'IdA; wir zeigen jedoch an "Seispielen, 

~dass diese Sedingu~gen nicht hinreichend sind. Es ist' also nach wie 
vor 0 e1n offenes Problem, welche Gruppen vom Typ Z. p-Kerne von 

~Abels6hen Variet~ten sind. Wir geben zum Schluss eine vollstandige 
,!-Liste dieser p-Kerne Fur Abelsche Varietaten der Dimension ~ 4, 
. "sowie deren Z hO··"k· t " uge or1g e1 zu den Isogenieklassen. 
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§12. Dieudonne-Theorie p-divisibler Gruppen 

Wie bisher bezeichnen wir mit k einen perfekten Korper der 

Charakteristik p> o. FOr die Defini tionen und die folgenden 

Eigenschaften der p-divisiblen k-Grup'pen (auch Barsotti-Tate­

Gruggen genannt) verweisen wir auf LpG]. 

Eine p-aivisible k-Gruppe ist eine kommutative formale p-Torsions-' 

gruppe definiert Ober k, bei der das Multiplizieren·mit p ein 

Epimorphismus ist und deren n' p -Kerne endliche k-Gruppen sind·. 

FOr die' p-divisiblen Gruppen verwenden wir im folgenden immer 

Symbole der Art OJ, ~ , ••• , wobei der daruntergeset.zte Pfeil 
. ~ -

daran erinnern 5011, das~ ~ der induktive Limes der pn-Kerne '-ist ~ = l~~ p".9J. mit n = Ker p 'Id.~ 

Die Lange von heisst auch die Hohe von 

h( ~) = I( ( 1 ), p]. 

. und die Dimension von OJ ist gegeben durch 

mit 

dim <?J' 
~ 

1 <j = Ker 'J~ = Fiobeniuskern. Es gilt: ' 

h(~) = dim 3 + dim tSl 

..-I> 

b · t.'Of C wo e1 ~ die ~erre-duale p-divisible Gruppe zu a 
che man folg~ndermassen erhalt: Das Multiplizie~en' ;it 
e~ne unendliche FeIge v~n Epimorphismen 

ist, wel-

p induziert 

·,;:und dami t durch Dualisieren eine unendliche Folge .. von MonomorPt"lis-
men 

und es gilt dann 

t 
-~ i'I'{~ 

P _> 

t ", = lim ., Gl 
~ p-1 

und 

t 
~ .\~ ~ .... 

r _'>-

= t 
p" ~ 
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Mit Hilfe der Dieudonn~-Theori~ fOr endliche Grupp~n (vgl. §1) 

konstruiert man zu jeder p-divisiblen Gruppe ~ einen Dk-Modul 

Meat), und der Funktor Cj!---" M( or), liefert .eine Antiaguivalenz 
~ ~ ~ . 

zwischen den p-divisiblen Gruppen und den torsionsfreien, uber 

lJ(k) en.dlich erzeugten Dk-Medulnj dabei entspricht tier endlich-en 

Untergruppe ph 9 derDk-Modul 'M<'.9d )/pnM(g). M<9P ist also 

ein Freier LJ(k)-Modul vern Rang n = h(9J) = ~(p<:a), und es gilt 

nach Defini tion dim 3!' = l(M( ~) /FM( 9» · 

Analog zu den p-Gruppen besitzt auch jede p-divisible Gruppe eine 

lerlegung der Gestalt 

wobei t etal, Jt multiplikativ und vt zusammenhangend und 
-!> ,-- --i> _'> 

unipotent ist; dabei heisst ~ etal.bzw. multipl1kativ bzw. zu-

sammenhangend bzw. unipotent, falls dies fOr ~ (und damit fUr 
, P~ 

alle .,~) gilt. Eine p-divisible Gruppe L1 ist genau dann etal 

bzw. meltiplikativ, wenn im Dieudonne-Modul-~ M(3) das Multipli­

zieren mit F bzw. V bijektiv ist. Die duale Gruppe einer etalen 

p-divisiblen Gruppe ist multiplikativ und umgekehrt. Dies erksnnt 

man zum Beispiel aus der 8eschreibung der Serre-Dualitat auf der 

Seite der Dieudonn~-Moduln ~ Der duale Modul zu Mist gegeben 
durch 

tM = Hom W ( k) (M, l.U ( k ) ) 

mit 
Ft If) (01) If(V m)(p) t = 

M M . 
-1 

( Vt
M 
If) (m) = If(F m)(p ) \f~tM mE.M . M 

( vgl. Cartier-Dualitat fur p-Gruppen §8. ) 

Fur al~ebraisch abgeschlossenen Grundkorper ~ = kist jede etale 
P-divisible Gruppe isomorph zu einem Produkt ({Jr./ 1.r)~ und jede 

,'multiplikative p-divisible Gruepe isomor~~u einem Produkt f\<p)Sj 

dabei ist (~,,/ k.r))k = li.m. (p-nl/1.)k mit Dieudonne-Modul M = lU(k), 
F' 19 -1 rt , 

M = t ,. VM = P ~ ,und )J..k(P) = lim U mi t Dieudonne-Modul h p"'r-k 



;;Jo" 

- 43 -

M= b)(k), FM=.P·V ,VM= ~-1, wobei wie fruher r: ~(k)-""W(k) 

"oie Bijektion( ~(" ~, , ~L' ••• ) ~ ( A", :A,,. "lo' ••• ) (p) = (A~,;\~, A~, ••• ) 
is~. AuS der obigen 8eschreibung der 5~rre-Dualit~t sieht man auch, 

':dass'diese beiden G~uppen zueinander dual sind. 

,I;" 

. Ahnlich wie in ~1 k5nnen wir einen Dk-Mo~ul Mauch auffassen ais 

:: einen lJ (k)-Modul M zusammen mi t zwei Endomorphismen 

M~M und 

·mit den Relationen . FMVM = VMFM = p.ldM 

FM(Am) = A(P)FM(m) 

V (" ) , '\ ( p - ~ ) V ('m) 
M I\m = 1\ M ;\6lJ(k). 

Insbesondere ist'fur einen torsionsfreien, uber ~(k) endlich er­

zeugten Dk-Modul M der Endomorphimus FM durch VM eindeutig. 
festgelegt und umgekehrt. 

Ist n eine naturliche Zahl ~ 1 

n-n-Matrizen mit Koeffizienten in 

un d sin d t.p , 1t E:. M (tJ ( k) ) zw e i 
n 

LV (k) mi t If ~ = If Lf = p' 1~ ,. 

so erhalten wir einen Dk-Modul M = M ~,~ , indem wir auf dem freien 

.' "~P(k)-ModUl M = W (k)n die Endomorphismen FM und V
M 

durch 

::':i'hre Wirkung auf der kanonischen Basis von' M gemass den ,Matrizen 

.. ' ::.:~:~' und tp festlegen (unter Benutzung von (~». Offensichtlich 

· . .'·:~st jeder torsionsfreie und uber l..)(k) endlich erzeugte Dk-Modul 

Zu"einem Modul dieser Gestalt. 
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§13. Einige spezie11e p-divisib1e Gruppen 

: Es geht im" fo.1genden darum, einig"e" spezielle torsionsfreie Dk-

Meduln zu konstruieren, und damit auch einige p-divisible Gruppen, 

und zwar in ahn1icher Weise, wie wir in §3 die Modu1n und Gruppen 

vern Typ Z definiert haben. 

It]) -1 Sei hie;rzu 8 E. .11.. (V, F ) ein ~ulassiges Wort, d.h. 8 = 

a1"-~1 a2 ~b2 as ~bs a b 
= V' F V F • •• V F ,8:t 1, V , F , von der Wort-

s ~ 

l§nge .. 1 = 1(8) = l a. + Lb. , beschrieben durch das Dia-
~::1 1 ~:1 1 

g~amm 

F V 
~ • .::---- • ~" G V 
/1 o:t t-~~. 

)/~1 t-l~. 
• c.-~ e. 

• 3 • 0 

• • • • 

~ . 
• .. 

• 
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Sei wei ter n eine natOrliche Zah1' ~ 1 und If i e' G1n (tj(k)) 

':< ,; vertierbare Matrizen fOr i = 1,2,. ~ ,1. Dann defi'hieren wir den 
" ' ~ 

" . ' ,2?~ 0 -Modul N = NS (4' ~ ~) in ,folgender Weise: 
:; .. )f ;., k , ., l'··' t 

% Fut jeden Punkt des Diagramms' nehmen wir ein Exemplar Wi 
~ ~. _ t, 

des 

~i'~'r~ien ,b)(k)-Modols lJ(k)n und setzen' N, = @-1 Wi 
'f;;" , ' 
~'unt~rliegenden ~(k)-Modul; die Endomorphismen F = FN 

·l~:~ = Viii definieren wir durch ihre Ein~chrankungen 
%1' .' 
~;~~";- . 
~:~'., F i = F Iw. : 

1-1 
W.~W. 

1-, 1 
. . . W • 

1 

fOr den 

und 

,J ., ,_ V? trZ~\.... 

, in-

_(1=1,2, •• ,1" Wo = ~l)' wobei Fi (bzw. Vi) auf der kanonisthen Basis von 

If\ -1 . W. 1 (bzw. W.) wirkt wie lp. (bzw., P·T. ), falls der i-te Pfeil 
1- ,1 1 1, 

, -1 
ein F-Pfeil ist, und wie P·~i (bzw. ~i)' falls der i-te Pfeil 

~ ein V-Pfeil ist.· 
~ ~" 

tAus der Konstruktion folgt unmittelbar 

~und zudem gilt in ~anonischer Weise 

F'" VN" = V- F ..... N N N 

,,,: 

',0:-..: 

~. ""-

.' ,~~t. 
NS (- - -) der in §3 eingefuhrte Modul vom Typ Z , \f", If:.' •• , 4'~ 

't. mi t ~. =' Restklasse von 4' . in Gl (k) bezuglich der 
1 1 n 

~nischen Projektion W (k) ---.> k, A = (A"),, ••• ) t~ ~c '. 

lr;~§hleri wfederum eine p-divisible Gruppe mit Dieudonn~-Modul, .-h zu N und bezeichnen diese mit ~ 
8,('f1 , ••• ) -A8,(lf .. , ••• ) 

-> 

Cher fuhren wir auch wieder die abkurzenden Bezeichnungen 

"'" 
~ NB ('" 1 1 ) , J"" n'··' n = 

'" N. . r,s 

fOr die Gru en. 
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Es gilt dann nach Konstruktion: 

h( 01 » . .4 8 , (Cf.. ,. •• , If l. = = n·l(S) 

dim ~l = dim ~B 10 -+ B , (If,, , • !t , l¥ ,) ~ , ':'f 

Wt~udem ist leicht zu sehen, dass die Serre-duale ·GruPEe zu :a B, (If, ••• ) 

;;~:~ieder diese Gestalt hat. namlich Ojt t (vgl. §B). 
-> S, ( lf~ , •• ) 

. ':-Im' Falle 8 = VrF- s erhal ten wir speziell: 

t -j r,s = ~ s,r = r+s dim OJ ,= r 
-40 r ,s ' 

Setzen wir noch :11,0 = '.;J.,(P)k und :lo, 1 ·(~~/:k.~k' ,so 

gelten diese Beziehungen auch noch im FaIle (r,s) =.(1,o),(o,~). 

Lemma: lst k = k algebraisch abgeschlossen, so ist 

1 rtf n8 somorph zu "'J 
4 

CJ 8, (l? .. , •• , ~e) 
-=> 

, ~~~~!~: Wir beweisen die entsprechende Aussage fur Moduln und 
konnen.ohne Einschrankung N = NS ~ annehmen. 

, e 
N = <t)W., W. Exemplar von l.0(k)n.·, 

. i ="1 1 1 , 
.... Na'ch Konstruktion haben wir 

UDd ei~'~asiswechs~l in W
2 

mit e~ner Matrix 
. t 

t;ransformiert 4> in ~ -1 c If e ~ (p ) 
.... :' t 

,,~±:~~. eine Matrix ~ mit I.p (. ~ (p ) = ~ , • 

. r~~.zu, betrachten wir das affine k-Ringschema 

1 = 1(8). Gesuchtist 

und den 

ld 

Frobeniusmorphismus des k-Ringschemas 

Vektoren, [GA] V,§1,no1). 
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Hilfe der kanonischen Projektion pr 

wir das kommutative Diagramm 

<1> = - e 
If • T - Id 

von, l.p in ,M (k) 
n 

. ' . Mn( d k) ~ Mn< ~ k) , 4' = Rest-

unter z.u (k) ----> k. Nach den E~geb-

von Kap. I < insbesondere §5) gilt das obige ,Lemma in ,der 
-_..... .. 

";:ti~'rmUlierUng fOr Gruppen', vorn Typ Z, ~nstelle der p-divisiblen Grup-
,..' ... ' 

"'~:p'en, woraus wir die Existenz einer Matrix mit 

:;~', '~!~7) = 0 

"j~:~'.. ,;:J - I d 

-
folgern. Insbesondere ist ¢ 

ere: Gl (k) C M (k) n, ' n 

isomorph zur Abbildung 

und folglich ein Epimorphismus mit endlich~m Kern, wel-, 
"'-',: 

. ,: ,t:.::;:.. '. ,.' ~ 
:~ ~.:<~~;'" cher nicht 'zusammenhangend ist. Dann ist aber auch ¢ ein Epi­
,~':r';~~~,:: . ,or ' 

~;Drphismus: 1m cP ist ein' lJk -Untermodul von Mn (L) k)' welche~ 
. ~ . 

~.Dter pr: Mn< Wk) ~ MnC CX k). epimorph auf Mn C ~ k)' abge-

Wi Idet wi rd, wa s nur fur 1m ¢ = Mn Cl;\ ) mog li c:h i st ( bet ra c:h t e 

e rationalen Punkte! )'.' Da cp dami:t auch den Kern von pr epi-

, auf sich abbildet, induziert pr ainen Epimo~phismus 

,':: 4> ~ Ker. <P • Wir finden daher ein Urbild ~ E.. (Ker 4> ) (k) 

O'E. (Ker <p) (k). Wegen det ~ = det rr. :I 0 ist 'det ~ eine 

in W(k) und folglich ~E.Gln(W(k)), was zu zeigen 
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Homomorphismus If: 01 --7 'Je 
-i ~ 

zwischen zwei p-divisiblen 

heisst eine Isogenie, wenn Ker If und Coker If, endliche 

en sind; ein solcher Homomorphismu5 ist immer ein Epimor-

ismus, und wir nennen 
~l~~~~~i-e--zwischen 5a und 

9J. 
'It 
~ 

und ~ 150gen, wenn es eine Iso-
---+ 

gibt. Man sleht leicht, dass dies 

~ine Aguivalenzrelation ist. 

Seite der Moduln bedeutet das folgendes: Sl 
,~,'.'·~(i~~.·:'Sind genau dann isogen, wenn sieh M(~) in M(~) 
::·!.·~~:-l;;;::;':;<'~.~".. ~ • 

und 'd.f 
--:;> 

einbetten 

',:,:,>:~'''/lasst ml t einem Cokern endlieher Lange. Wir sprechen in diesem 
,";:; :71/:<';' '. 

:<~L:,X;:Falle von i 50g enen Ok -Modu In. Man fa Ig ert hi erau s, da s s di e 

,~":'~~sbgenieklassen den Moduln aber dem Quotientenring Dk[P-1] 
";~~{::. .. :.·~;~O~ Dk entsprechen und erhal t daraus die folgende Klassi fi-, 
'",i:?: 'kation (Dieudonne-Manin): 

die 

k = k algebraisch abgeschlossen, so ist 'jede 

~1 i sagen zu einer Gruppe der Ges~a~t_, 
~ 

e qr' s· mit (ri,si) = 1 . . ~'l 
I. _> 

teilerfremden Paare (ri,si) durch 9 eindeutig 
~ 

Beweis vergleiche man [PG]. Wir sprechen im folgenden 

den Isogenieinvarianten (ri,si)·.der Gruppe 3. 

iVisible Gruppe ~ heisst einfach, wenn j~de echte 

rUPpe von ~ endlich ist. Fur k = kist dies, aqui-

, zur Aussage, dass 01 i sagen zu einem OJ mi t 
.:i _> r, s 

ist; insbesondere gibt es zwischen zwei verschie-

'~I',s mit er,s) = 1 keine nicht trivialen Homomor-
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.... . Bemerkung: Die Hohe h(91,) und die Dimension dim ~ sind 

'~'isogenieinvarianten und lassen sich aus den Isogenieinvarianten 

folgendermassen bestimmen:' 

= .2.. r. + .Is. 
;, 1 t. 1 dim ~ = .z. r. 

~ 1 

Or den Beweis verwende man die Tatsache, dass P.IdSl 
Epimorphismen sind. 

- . 
und .:t:1 

Wenn de~ G"rundkorper ni cht algebrai.sch abgeschiossen i st, reden 

·:;~~~.'\:':;;:·Wir dennoch von den Isogenieinvarianten Cr., s. ) von C1 und 
1 1· ..J,: 

damit die Isogenieinvarianteri von ~QJ k. 
=-~ \< 

~.' _ Es stellt sich nun die Fr~ge, wte diese Isogenieinvarianten 

J~'~ik.:fpr die in § 13 eingefUhrten Gruppen ~ 8,( I¥. , 4' .... , 4't) aus-

.",:.:~:'-<~:.:': sehen. Wegen des Lemmas von §13 genugt es hierzu, .die Gruppen 
~" : \·:}f~: ... ' :,~:,~ .. 
.~.:~;~~~:';.> .der Gestalt C, 

-2,8 
zu untersuchen. 

: .' ,'~.·1'. .,~.. • 

.~. ~atz: Zwei p-divisible Gruppen 91'S- und SlS' sind genau 

.... :<.:\.;..:.dann isogen, wenn IF(S) = IF(S') und Iv(B) = Iv(S') gilt • 

. ,-::.:~:~~t.·:.'Insbesondere ist 9Ja isogen zur Gruppe 9lr,s mit r = IV(~) 

s = IF(S) und hat folglich die·Isogenieinvariante~· .dx(~,~) 
d = (r,s). 

beweisen die entsprec~ende Behauptung fOr die zuge­

·~.Drigen .·Ok-Moduln und zeigen zunachst folgendes: 

a1 -b1 a2 -b 
S = V F V F s mit .a 1,bs fOund ist 

. -1 NI 

man folgendermassen: Tst Na=<tl W• 
l. 1 

isog·en zu Nse 

gemass Kon-

(Wi Exemplar von W(k»', so ist der tJ(k)-Un~er-.· 

= ein Dk -Untermodul,. welcher 

kanonischer .Weise isomorph zu Ns ' ist es'gilt namlich 

Definition 

leicht zu sehen, dass man jedes Wort S' mit 
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IF(8~) = IF(S) und lV(8') = IV(8) aus' 8 durch sukzessive, 

Anwendung dieser Operation sowie,zyklischer Vertauschungen ~r-

'halt, womit die eine Richtung der 8ehauptung des Satzes bewiesen 

}{:~: ist. Die andere Richtung folgert man unmi ttelbar aus der obigen 
,}~lri:~, 
;\:~~>8emerkung • 

. ~ ;:~:::~:".~ 

-
:,:'::',:' Bemerkung : 1st das Wort 8 periodisch, d.h. B = Cd mit ~u­

und'gilt zudem, ~t C k mit 1 = l(B), so gibt 
.. ' .... 

, Iassigem c r , 
es einen Isomorphismus 

IV d 
~B ~ ~c • Dass die beiden Gruppen 

isogen sind, folgt schon aus dem vorangehenden Satz, und zudem 

findet man mit dem Lemma von §13 auch sofort einen Isomorphis­

mus Ober ~. Mit §hnlichen Methoden wie im 8ewei~ ~on diesem 

Lemma kann man die Behauptung auch awf die entsprechende Be­

hauptung bei p~Gruppen vorn Typ Z reduzieren. Wir uberlassen 

dem Leser eine genaue Beweisfuhrung. 

§15. p-Kerne von p-divisiblen Gruppen 

Fur jede endliche kommutative k-Gruppe haben wir die Zer-
~ legung 

= 
~ = isomorph zur k-Gruppe der Zu-<1 red 'li (eli) a ;" 

.:\~~~ , 

.' ,~rsammemhangskomponenten und etal i st, Jv\., bzw. 'V(. der mul ti-

,{£~,likat1ve bzw. unipotente 8~ndteil der Zusamrnenhangs kom­

.:~j~~~.n.ente OjD der Null von OJ ist (vgl.§1). 
~ '; 

:';.;~~J~. FaIle einer p-di vi siblen Gruppe CJ erhalten wir nun fOr 

. ··::;If:W~n P-Kern r~ folgendes Resul tat: -

,:." 
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~: 1st ~ eine p-divisible Gruppe und Dt c r9J. der 

unipotente infini tesimale 8estandteil des p-Kernes r:t von 

~ • 50 i 5t LIt. eine Gruppe vorn Typ" Z, 

--:..-

"~.'~~~'~ 
··'\:~-G\:.; 

i~~.~!~~!~: Wir betrachten die exakte Sequenz 
~,';' 

~. . ," 

gegeben durch den Frobeniushomomorphismus· 

setzen Ij.f = ,!-1( l)f1(p)). mit D.!(p) 
. -+ 1) --'> 

endliche Gruppe -'de ist offensichtlich in 

= 

1=" =!'} und 

Ker U~ • Die 

pi = ~er P·ld~ 

enthalten, und folglich enthalt . Vt .den unipotenten infinitesi-

}to ,",0 ~. malen 8estandteil ~' von ~. Da J ein Epimorphismus ist, 

'erhalten wir daraus die exakte Sequenz 

o ~ TUt ~ VL ~t>ULtp) .~ 0 

:. ;" , 

und damit l(vt) =' lC1Vt) + lCnVl) , woraus die Behauptung 

;/0:\" mit Satz (iii) aU5 §7 folgt. 
'. ~. r 

~},~,~;",: ,. Aus §13 erhalten wir .noch die folgende Umkehrung der obi-gen 8e-
... ~ ~ .. -~-.... ~"., . 

:: hauptung: 

:: Zusatz: Jede p-Gruppe vom Typ Z ist isomorph zum p-Kern einer 

P-divisiblen Gruppe. 

haben berei ts gesehen, dass die Hohe, die Dimension, .die 

Frobeniuskern und Kern der Verschiebung 1sogeniein­

~~-=~~~ sind. Es 1st leicht an 8eispielen z~ sehen, dass 

es fOr 'die Grossen G" ( 91):= ('r.(p~) und J(£1):= 6C p eJ) 
icht gilt, was schon von Barsotti festgestellt wurde (vgl. 

QT ; \" It' L. ,. J 
_.. ;t. JtI ... / r ... '\ 

-- -
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auch Dort [5J). Das Verhalten dieser Grossen in einer Isogenie­

klasse wird durch folgenden Satz geklart: 

~ (Poletti-Dart): 

~ .eine unipotent.e 

Isogenieinvarianten 

1 ~ 

,....----:......, 
1st (k. = k )algebrisch abgeschlossen und 

z~m~~ende p-di'visible Gruppe mit den 

( r. t S. ), so gil t 
1 1 

L miner. ,s. ) 
·11 
&.. 

und aIle Werte zwischen 1 und ~ min(ri,si) 

kommen in der Isogenieklasse vor .• 

inklusive 

8emerkung: Die Abschat zung cr (G'1 ) ~ 2.. miner. ,s.) wurde von 
-.!J. ~. 1 1 

F .Dort in (6) vermutet und von M .Poletti in (9) bewiesen, in­

klusive der Tatsache, dass dieses Maximum angenommen wird. 

Einer mOndlichen Mitteilung von F.Oort verdanken w~r den 8eweis 

. .dafOr, da~s auch das Minimum 1 angenommen wird. 

i sagen zu C'1 t so gilt .Ar, s 

= min ( i (T <..~ ) , 1 Cao (~ ) ) 
::I ,(lr, s. "";'!r, s 

= miner,s) 

(vgl. §14 und §7 ). 

Sei nun Lf: ® SIr. s· ~:1' eine lsogenie und ~. C 0 
i t l' 1 ! 1 - 1 

Bild von GA unter If> so erhalten wir ~ = .~ C1 ~ _~ri,si 
&. -+ 

3i. ist iscgen zu ~ri 'Si • Es gilt nun . (j (~) ~ f 'J (~iP: 

CT(pS1) = J(p~){ ~ cl(p~i) = i cr(P~i) = f<1(~i)' 
P~ is't vom Typ'Z (vgl. den vorangehenden Satz sowie 

§9 Lemma (ii». Nach obigem folgt daher ~ «()f) ,.. ~ • ( ) 
J "":J .:: £- m 1 n r., s. • 
~ ~ 1 1 

Maximum wird aber auch angenommen: 
1 si -r'+s' wir 8i = (VF-) F 1 1, und fpr 

I st r. ~ s. , so 
1 1 

r. ~ s. analbg 
1 1 
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= 
1 ro so-ro 

(VF-) l.V ~ ~ und erhalten nach §9 ()"(~) = min(r.,s.). 
Ro ~ ~ 

\. 

1st Of /'V Of isogen nach §14, woraus die '8ehaup~ 
.] 81 .] ri' s1 

f01gt. 

b) Jede Isogeniekl~sse von unipotenten zusammenhangenden 

-divisiblen Gruppen. enthal t eine Gruppe mi t cr (C:J) = 1. 
';. . . .-? 

r machen Indukt10n Gber die Hohe h( OJ) von .. ~ ; .der Fall 
-.... --'> 

2 ist k1ar. W1r betrachten nun die Isogenieklas5e der 

qt = (±) qj r ° so m 1 t r i ' 51 > 0, ( r i ' 5 i) = 1, u nd 5e t zen 
.~ ~ ~ l' ~ 

dass fOr a1le Isogenieklassen echt kleinerer Hohe die 

schon·bewiesen ist. 1st nun (ri,si) = (r;s) fOr 

so ist isogen zu l1i (vgl. 'die Bemerkung .Jtnr, ns 

von §14), womit die 8ehauptung bewie5en ist. Andernfalls 

eine echte Zerlegung mit 

~ (<1', ~U) = Hom( ~ If, ~I) = 
.;. . -) -) -).~ 

o. Nach Induktionsvorau55etzung 

ibt es dann Gruppen ~I 
-:> 

at" .-> 
150gen zu und und 

(f(-!!e l
) = ()(~tJ) = 1, und fo1g1ich 1st j.f = ~'(f)'un 

-:1 -) '-) -) ,'-) 

mit G' (~) = 2. Wir finden daher eine 1sogenie 
-> 

mit l(Ker 'f 1) = 1 und Ker 4> f"\ ~t 1 _~ = ' Ker \f> f\ ~n = . 1 .->, 

0- (~1) > 1, so gibt es eine weitere '150genie 

::,: ~1 ~~2 . mi t l(Ker 4'2) = l' und Ker Lp2.~ \f" f\ ~I = 
. J ~u 

0:'9,\ I\.~ = O. Enthalt daher die 150genieklasse von Qf keine 
--.,;»' 

.~mit e~nfach~m Sockel, so erhalten wir eine unendlich lange 

Isogenien 

n. 1st dann 

'de~~' 
-;:0 _Qo 

... ' 

tf 1 ) f\ ~I = K e r ( 4> nO If n _ 1 • •• ~ 1) {\ ~" = 
'!J.e"", = lim ~o ~er indukt i ve Limes der 
-- .~ ~l 

~ 

der induz~erte Homomorphismus, so ist 

o 

D •. ' 
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KerY' I) .~ I K er Lp ('\ {if n = 0 
.~ 

gefilterte i~duktiv~ Limi-= ..-. 

ten existieren in der Kategorie de~ p-divisiblen Gruppen und 

sind exakt (betrachte die Dieudonne-Moduln und verwende z.8. 

[GA] V,§2,no1 und 2). Zudem ist ~ eine Isogenie: Die Pro-

jektionen auf die Faktoren induzieren Einbettungen 

Kerlf' ~ ~ I und K er 4' ~!te" , un d w eg en" Hom ( {K. I , ~ II) = 0 
~ " ~ ~ .~ 

muss Ker Lp endlich sein. Dies steht aber im Widerspruch zur 

Tatsache, dass die Kette (~) unendlich lang ist : "l(Ker !..p",) >, 

l(Ker Ly c~" ••• ) = n fur aIle n. Dami t i st die Behauptung b) 
~ .,. " 

bewiesen. 

c) Alle Werte zwischen 1 und ~ min(r.,s.) wer-
&. 1 1 

den" angenommen. Sei hierzu If: ~ ~~ eine lsogenie 
-+-

mit einfachem Kern, l(Ker If ) = 1. Dann gilt nach §9 Folger~ng; 

dass 1st, d.h. die Sockel-Lange 

kann. sieh hochstens urn 1 andern. Da jede lsogenie Kompo-

sition von solchen "einfachen" Isogenien ist, folgt die"Be-

hauptung aus a) und b). 

Bemerkung: a) Aus der Struktur der etalen und ner muitiplikativen 

p-divisiblen Gruppen ist leicht zu entnehmen, wie sich der Satz 

auf beliebige p-divisible Gruppen verallgsmeinert : Jeder einfac~e 

muitiplikative Faktor liefert noch einen Beitrag der Lange 1 

zum Sockel. 

b) 1st sa eine p-divisible Gruppe defioiert uber 

einem beliebigen Kerper k mit den Isogenieinvarianten (r. ,5.) 
1 1 

ri,si> 0 und teilerfremd, so gilt nach wie "vor die Abschatzung 

des Satzes. ludem folgt aus obigem Beweis b), dass das Minimum 
1 angenommen wird. 

Problem: Sind die p-Kerne einfacher p-divisibler Gruppen unzerlegba: 
(Vgl. hierzu §16.) 
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§16. p-Kerne in Isogenieklassen 

Betrachten wir eine 1sogenieklasse von p-dlvisiblen Gruppen, so 

stellt sich die Frage, welche Gruppen vorn Typ Z als p-Kerne ·von 

.~;i: ::.~:::;: c:::::
r 
h:::::n::::::S:i:

U 

::r:: :::m p.aragraphen den Grund-
:·~~~~t.· korper k algebraisch abge5chlossen vorau5setzen. Mit Hilfe des 

. :;~~\' Struktursatzes und des vorangehenden Abschni ttes erhal ten wir zu­

··~:E:~ nachst folgendes Resultat: 
. ~:~~.:~. 

",' .• 

.. 

Satz 1: 1st OJ eine zusarnmenhangende uniEotente p-divisible 
-+ 

Gruppe , so gibt es eine zu OJ .isogene Gruppe 'de m~t dem 
-7 -> 

p":Kern p~ ~ qrr,s , r = Iv( :1)' und 5 = IF(~) • 

1st daher ~ eine p-divi5ible Gruppe mit pel ~9r,s ' 

50 erhalten wir hierau5 im allgemeinen .keine Informationen uber. 

die 1sogenieklasse oder gar den Isomorphietyp von ~. 
---., 

.Die Situation ist ganz anders, wenn der p-Kern Gruppen der Ge-

stalt~"f 1 und ~1 als dire.kte Faktoren enthalt, wie dr, ,5 

man aus den folgenden beiden Satzen erkennt. 

Satz 2 (Manin): 1st ~ eine E-divisible GruEEe' und r (bzw. 
-> 

5) 
eine Eositive natOrliche Zahl, so sind folgende A·ussa_g~~. ~~l:I_i.~.~_I.~~~.: 

(i) ~ ist i 50gen zu :l .. r, 1 ( zu '311,5.); 

.(ii) l1\ ist isomorEh zu 91 r, 1 
( .zu St 1,s); ....;> 

.(iii) r?J ist isomorph zu ~ r, 1 ( .zu ~ 1, s) ; 

(iv) gJ. ist unipotent Zi.Jsam~enhangend von der Dimen-

sion 1 (bzw. s) und der 

01 --,), -......., 

Hohe r+1 (bzw. s+1). ... 

~ hat die Lange 1 und 
-5 r, 1 

§~~~!~: Der ~ockel. 'f (:1) von 

~ r, 1 / ~ (9 r, 1) i st isomorph zu ~ r, l' wi e man unmi ttelbar 
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. Oieses Resultat lasst sich nun wesentlich verscharfen: 

',' 

~ p-divisible Grl;:!PF~~i1_d, ~r ~ qjrr ' . 
',:5atz 3: Sei eine 

p<J = ., --
;',';,'eine direkte Summenzerlegung des p-Kernes mit ~I vom Typ Z1 ; .... .::...l --

(£> rx ~ <±> ().{ •. Dann gibt es eine direkte Zerlegung 
'- -d r i , 1 }" J 1 , 5 ~ 

~ I .@ Sin mit ~I~(±)(H ~C±>~ _ . -.:lr;,1 ., 1,si 
- v -> ..I., r - If 

Beweis: ~s genOgt offensichtlich, den Fall (J{ I ~ f'l 
..... d ' ....... ,.\ r,.1 zu 

behandeln. Wir zeigen zunachst folgendes: 1st mit den Bezeich­

nungen des Satzes 'de ~, ~" eine Untergruppe, so induziert 

die Projektion = '~ 11f. einen 1semorphis-
-"J> 

mus von ~I auf einen direkten Summanden vo~ CJ 1- Hierzu 
p -;. , 

konnen wir natOrlich annehmen, dass 1 (~) = 1 i st, d _ h • 

" "~ ~ pd.. Nach der Bemerkung §7 i st dann qj 1 = ~1" / ~ = 

= L (±) T mi t "1. vorn Typ Z und T 'unzerlegbar vem Typ T_ 

Aus der exakten Sequenz 

--'!> 0 

"erglbt'sich die induzierte exakte Sequenz 

'j)(~) . 
1) (~11) 81 D ( ~) ~ 'D (T) -?o-- 1) ( C:l1 ) 

P.",,"? 
~ 0 

den Deckeln. Nach dem Lemma §11 genUgt es fOr obige 8ehaup-

zeigen, dass '7J ( frl t) ).. K er l) ( 4') "';} T r ist. Unter Ver-

des folgenden Lemmas erhalten wir fur die Langen der 

,Bilder'unter 'D (LD) c.-rT =: (. 

~ (p ~ 1) - 1 ~ 1 (£ 'jJ (~' EJ:) ~.)) + 1 (£ 1) (1" ) ) 
~ 

~ 6e ~I) + S( l) + «(J(T )-1) = 
= 6(~') + ()(~) + t)('J) - 1 = 
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Es steht also Oberall das Gleichheitszeichen und insbeso~dere 

i st 1 (£ 'j) ( OJ I )) = 6 ( ~ I) , d. h • .'D (OJ I) wird injektiv .a·bge-

bildet • 

Wir erhalten damit eine unendliche Sequenz 
,If,, ~1 lf3 

~ == g·o ~~~ ~ Ojl ~ Oj~ --,1100. ••• 

->'- ->. -) --. 

von Isog~nien mit der ~i~enschaft, dass die induzierte Sequenz~ 

auf den p-.Kernen folgende Gestalt hat: 

. r~Ht) 0 !dCi; 0 L:i G: C 
~r ffi ~1 ~ ---+.C1!' ~ OJ1 ~C31 ~ q{ 2 ~ ••• 

. Setzen wir .~ = ~tm 9J.i ' so ist die induzierte Abbildung 

II' : 3. ---i> ~ ein Epimorphi smus mi t tj>' \ <11 injekti v und 

. mi t Kern 1t = V ~:-1 (~ '.'), <p. = 4>. Co If. 1 ~ • •.• 4> 1 •. 
. _> ~ 1 1 1 1 1. - • 

Wir behaupten, dass 

p.ld 

p, Id = 

p-divisibel. ist Der Homomorphismus 

faktorisiert Ober LO .. i+1 

u.. o lf· 1 / 1 1+ 
Ot.~()1. ~Of. 
.J 1 3. 1+1 . ~ 1 

,rJi.!;" Isomorphismu5 Cj ~+1 ~ OJ ~. Es ist also 

il~:·.:u!:1:::) 

mit Ker i"-i = S1' ~ p Oji+1 ' und jt i' induziert daher einen 
. -'> 

daher 

und folglich .~ p-divisibel. Man erkennt hieraus 
--:?> 

4' \Ojl : ~11 ein Isomorphismus ist und 

~ .. t""" ~lr, 1 ~ 1st nach Satz 2. 

Wenden w~r nun das vorangehende auf die Serre~duale Gruppe 

:":" an, so finden wir. einen Monomorphismus q, : .~ ~ Or 
-> .-~ 

mi t d.er Eigen5chaft, dass pr~, c; ~: p.~ -+c;tl E& CJ II ~ cal 
ein Isomorphi~mus ist. DiE Komposition 
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induziert folglich einen Isornorphismus auf den p-Kernen, und ist 

. '" daher selbst ein Isomorphismus 

sa eine unipotente zusamm~nh!~9.~~~~ Folgerung (Dort): 1st 

~ p_divisible Gruppe mit 

'. :: . I somorphi smu 5 

h(~) = 2' G'" (3)' so gibt es einen 

OJ 
'V {)fd 
~'V'd11 

-'> ~, 

d = (J (~) = dim 3. 
~ ...., ('i d 

~~~~!~: Die Voraussetzung impliziert offensichtlich r:l'-+ ~ 1 ~1' 

mit d = (5 -( ~ ), worau s mi t Sat z 3 di e 8ehauptung fa ~gt • 

Lemma: 1st . ~ : ~ ~ OJ ein Homornorph i srnu s . von p_~·Grup~~~. 

rni t ~ vorn Typ Z und 'de vorn Typ T, so 9i 1 t fUr d~~_ .5!~_L9.~~. 
Deckel iridu ziert e Abbi Idung_ 'j) (~) : 'D (:de) .~ 1) ( ~ ) 

1 ( Im 1) (~)) ~ G' (~) - 1 • 

§~~~!~: Wir beweisen die entsprechende Aussage fur Moduln und be-

. trachten einen Homornorphismus M --:> N mi t M = MA 

vorn Typ T 4nd N vorn Typ Z (§2 'und §3). Es ist nun leicht zu 

sehen, dass diejenigen beiden Exemplare von k, welche in den 

beiden Endpunkten des Diagrammes von MA steH~n, im Kern der 

Komposition \(:H1. V(~) t;"\ 

. M .--"> 1) eM) "> u (N) 

~ie~en (diese werden entweder von F oder von V annuliert). 

\.Durch die Fallunterscheidung ~(M) - cr-(M) 0, 1 'oder -1 

sich hieraus sofort die Behautung. 

:; Es dGrfte' 1 ~m a 1gemeinen recht schwierig sein, bei einer vorge-
gebenen Isogenieklasse die darin vorkommenden p-Kerne zu bestimmen. 
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dem Vorangehenden erhalten wir z.8. folgende Aussage: 

~1 einfach von der Dimension ~ 3, so i st 

~i'~gba; (vgl. Problem am Ende von § 15) • 

Ur.1zer-

-
;. rscheinlich gilt .diese Aussage ganz allgemein' fOr beliebige 

~men5ionen. Dami t ware das obige Problem wenigstens fOr die' 

~fachen Iso enieklassen ge15st (verwende' den Satz §14). 

'~~ folgende Satz beschreibt eine weitere Situation, wo wir die 

~llst~ndige Antwcrt kennen: 

.;...... __ 4: 1st ~ i50gen zu ~ r, 1 (:B :11, s mit 'r, 5 ~ 1, .50 

pi entweder zu ~ r , 1 ,@ ~ 1 ,5. oder zu ca r+ 1, 5+ 1 

.isomorph. 

~Genauer: Unter obigen Voraussetzungen gibt es eirie'Isogenie 

<).r,1 ~ <).1,5 
l(Ker~) ~ 1. 

Seien \..1 : po( ~9r, 1 
-i> 

und 

nicht triviale Einbettungen und . 

L • 0{ c....:,Ot 
2 • P -~:>1 , 5 

zugehorige exakte Sequenz. Man folgert hieraus' leicht 

·(~gl. den 8eweis von Satz §9.) und erh~lt folglich 01 ::01 • 
p . ..:.~... :lr+1, 5+1 

lp ~ ~\"11(£) ~;\tS'~~ eine 150genie mit nicht trivialem 

so faktori5iert ~ uber ein geeignetes ~~ , L = (l1,L2), 

wir ohne Einschrankung L1 und L2 nicht trivial voraus-
• 

tZen konnen . .' 4' = if' \, lp ~r,1 @ OJ· .~?11 ~~ . 
l. _---to 1, s . - . 

dann \.pI 
"j ( C~I ) ~ 

I 
kein Isomorph1smu5, so 1st Ker 4' , und 

-'> 

sbeso,ndere gilt Ker If '2 \f- 1 ( \j' ( C;1' ) ) = 'i ( ~1-r 1 @ C1 .. ) . 
L (~ 
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faktorisiert daher tiber den Endomorphismus 

von 3 r, 1 @ ~ 1, s' und di e 8ehauptung des Sat zes folgt durch 

Induktion uber die Lange 1 = l(Ker if ) • 

Mit §hnlichen Methoden lassen sich auch noch weitere Spezialf§lle 

klaren. Zum Beispiel enthalt die Isogenieklasse von q 2, 1 ij) D.I r, 1 
~ ~o 

die p-Kerne (li (±> Of rM und 
.... t.I 2, 1 ~l) r, 1 ' .... .:lr+2 ,2 Of -1 -r-1 

-.1 VF VF 

Wir k5nnen auch die o"duale" Frage stellen: 

In welchen Isogenieklassen kommt eine vorgegebene p-Gruppe 

als p-Kern var? 

Auch hierokennen wir die Antwort nur in elnlgen Spezialfallen: 

falls q\ vorn TVp Z1 ist (Satz3) und fur \) (L1) = 1 (Satz 2 

§15. ) 

Wir werden in §18 im Zusammenhang mit den Abelschen Varietaten 

>~~i; nochmals auf diesen Problemkreis zuruckkommen. 
<!?:'~ . 

. <.~'~;~'J~; . 
. :::~. Bemerkung: Wir haben zu ~eginn dieses ~aragraphen den Grundk5rper 

°algebraisch abgeschlossen vorausgestzt. Die Satze 2, 3 und 4 gel­

'ten aber auch fur einen beliebigen perfekten Grundkorper k; man 

~braucht hierzu eine A~ssage der folgenden Art 

eine k-Form der P-_~~Yl-_~~bl~.!J. ... ~~l!P..P~ ~ 8mi t zulassi9..em 

.... ~. ___ -.!.p:.....:eriod~.~_~!l.~~ 8 und ist 01 k-isomorph zu C,i 8 ' 50 1st 

k-isomorph zu .GJ s· 
p~~ .:J 

~ 

Beweis verwendet man folgende Eigenschaft der Endomorphismen­

inge o: D"ie kanonische Projektion End( '?lS) ~ End( qjS)" indu­

i"ert eine Bijektion auf "den Restklassenk5:pern dieser Endomor­
hismenringe) 
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f §17. p-adische Tate-Grupp~n von Abe1schen Vartet~ten 

In diesem Abschni tt setzen wir . k = k algebraisch abgesch10ssen 

". voraus • 

. Wie Ublich verstehen wir im folgenden unter einer Abelsehen 

Varietat A eine vollstandige zusammenhangende re~uzierte a1ge­

braische Gruppe. Das Mu1tiplizieren mit p p IdA A '~A 

und damit auch der Frobeniushomomorphismus ~A A 

und die Verschiebung VA 
A(P) ., A sind Epi~or~hismen 

mit endlichen Kernen. 

Wir definieren wie fruher A = K~.r p .IdA , 
-1 P 

und VA .= Ker O(p ) (- = grosste Untergruppe A 

von der Verschiebung annuliert wird). 

Die Vereinigung der n p -Kerne = n Ker p .Id
A 

r-_A = Ker .tA 
j 

von A, welche 

bildet eine 

p-divisible Gruppe, die sogenannte p-adische Tate-Gruppe von A, 

we1che wir mit T A bezeichnen: 
--> 

'J A = lim nA 
~ ~p 

Es gilt da,bei dim TA 
-i> 

dim A = 

'8etrachten wir die duale Varietat 
1\ 
A die Cartier-duale G~upp~ zu p, 

und h(j A) 
-> 

= 2 ... dirn A • 

"-A zu A, so ist der' p-Kern 

pA, und das gleiehe gilt fur 

. aIle n p -Kerne. Wir erhalten dahei einen kanonischen I~omorphis-

mus, 

1\' 
und A isogen sind, ergibt sieh hieraus der folgende Satz: 

'::: ~:, ,Die Isogenieklasse der p-adischen Tate-Gruppe .rA einer 

-:Abeischen Variet~t A der Dimension d ist selbstdual, d.h: ,... 
-: ~A ist isogen zu einer Gruppe der Gestalt 

~@( ~r s @ 
r >1 ..;~ , 

m C1 ) r,s 
~>s, r 

(r .. s)= 1 
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In der Arbeit [5] vermutet Manin, dass ?lle selbstdualen Isogenie­

'klassen p-divisibler Gruppen "algebroid" sind, d.h. eine p-adische 

Tate-Gruppe einer Abelschen Varietat enthalten. 

"Dies wurde von' Serre [111 und Honda (21 bewi,esen, und unter BenUt zung 

der.Klassifikation der Isogeniekl~ssen Abelscher Variet§ten Uber 

:;'einem ehdlichen Korper nach Honda (2) (vgl. auch' Tate' \:121 l131) 
~wurde,dieses Res~ltat von Lenstra-Oort (4J folgendermassen vervoll-

standigt,.: 

Zusatz 1: Jede seibstduale Isogenieklasse von p-divis~blen Gruppen 

enthal t die p-adi sche Tate-Gruppe einer Abel~ch~.~. Var~~~.~,~_. A,. 

,1st diese Klasse verschieden van der Isogenieklasse einer Gruppe 
a 

der Gestalt q 1 1 ' so kann A 'einfach 'gewahl t werden. 
-> ' 

Dieses Resultat besagt also unter anderm, dass man von einer Zer~ 

legung der p-adischen Tate-Gruppe im allgemeinen nicht auf das 

:, ,,~.:.\~,t,:,:, 'entsprechende Zerlegen der Abelschen Varietat schliessen kann. 
", .', \':~":.",~~:~:: .c· • 

"":1S',::~~,·:.': Nur im aben nicht betrachteten FaIle der Isogenieklasse von 

<:!Slsr,';" a 1,1 hat man das folgende Ergebnis von Dort [7J [a]: 

~':'"-2=-\'=-"';'.i,,:·,~,;,::, Zusatz 2: 1st A 

.';.' d ,= dim A, so i st 
,~elliptis6hen Kurve 

(i) A ist 

eine Abelsche Varietat mit 1 A isogen zu 

A is0gen zu Ed mit einer supersingu~~r~~ 
E. Zudem sind folgende Aussagen §guival~n!: 

isomorph zu 'd 
E , 

(ii) TA is't 'd 
isomorph zu ~1; 1 .~ 

(iii) A ist isomoreh zu Qt~ 1 , 
P , , 

(iv) o-(A) = d . 

d 

~1, '1 
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• p-Kerne Abelscher Varietaten 

wir nun wieder die Frage, welche p-Gruppen als p~Kerne 

lscher Varietaten auftreten konnen, so erhalten wir aus dem 

z von §1? zunachst folgende~ Resultat (der Einfachheit halber 

auch in diesem Abschnitt k algebraisch abgeschlo9sen~ 

.lst A eine 'Abelsche Varietat, so erhalten wir fur den ----
von A folgende Zerlegung: 

A 'V. (a /p D..)~ ~ 
q 

@ utA P pfl k 

UtA tnfini tesimal und' unipotent. 

~ heisst auch der p-Rang der AbelscHen Varietat A, 

= p-rg A, und 1st eine Isogenieinvariante. Die Anzahl der 

Punkte des p-Kernes ist gegeben durch pq • 
..... 

'~nr einen beli~bigen perfekten G~undkarper k erh~lt man eine 

schwachere Form des Satzes, deren Formulierung wir dem 

uberlassen. 

Der unipotente infinitesimale Bestandteil L~A des 

einer Abelschen Varietat A ist eine p-Gruppe vorn 

dim A - .p-rg A • 

Nach Konstruktion ist ViA der p-Kern des unipotenten 

enhangendep Bestandteiles der p-adischen Tate~Gruppe 

Isogenieklasse nach §17 selbstdual ist. Da IF und 

~enieiMvarianten' sind, folgt die 8ehauptung aus §B. 



- b4 -

" Wir werden aber gleich sehen, dass die im Zusatz gegebene 8edingung 

. ',nicht hinreichend i st dafur, dass eine p-Gruppe als p-Kern einer 

. ~}/ Abelschen Varietat auftri tt. 

:~"l' .' .. ' 
• I ... \:: 

"Es bleibt also nach wie var das 9chwierige'Problem, die p-Kerne 

'einer selbstdualen Isogenieklasse von p-divisiblen Gruppen'zu be-

stimmen. 

~In der Tabelle zu Ende dieses Abschnittes geben wir eine vollst~n­

dige Losung fur die Dimensionen ~ 4; man beachte, dass die p-Gruppe 

rt1 <±) Oi und ihre duale nicht vorkommen (es folgt 
~jVF-2 -dV2F- 1VF- 1 

sofort aus Satz 3 §17, dass eine p~divisible Gruppe mit diesem 

p-Kerr: i50gen zu ~ 2, 1 & ~ 2,3 ist.). Ma'n findet leicht 

wei tere 8e~spiele von p-Gruppen OJ mi t IF( q}) = IV( ~) , wel-

che nicht als p-Kerne Abelscher Varietaten auftreteril ({)1 c±> ('~. I -d 1, r -:, 

mit unzerlegbarem '1' und 

OJ' *'Ojr+1 ,2 ). 

:.;~~f: Wir wollen nun noeh erlautern, wie man diese Tabelle erhalt und 
~:~~;.}~~~5Y 
j~:::~lf1:" . welche Methoden dabei benutzt wurden. Zun§chst hab-en wir die bei-
';'~fKi~,/ ' 
·.~~~~{~e: den folgenden allgemeinen, Resul tate: 

'. ~: . .t:.r;.~'" 

Satz 1: Jede direkte Summe ~ VLv von unzerlegbaren p-.Gruppen 

lJlv ' vorn Typ Z mit IF( vtv ) = IVC iXv) = d~ kommt. als p-Kern 

Abelschen Varietat vor, ,und zwar kann man diese i sogen zu 

wahlen mi t einer supersingularen elliptischen ~_~;rve E .und_ 
'd = 2.. d 
. v v· 

Nach dem Satz §14 ist 9Js mit 

ot d , .~ 1,1' woraus die 8ehauptung folgt • 

.l§i. A eine Abelsche Varietat mi t A ~ 01 (t) Ctf . 
P d d-1, 1 .. ) 1 , d-1 

A einfach und fur jede zu A isogene Varietat 8 ist 

tsomorph entweder zu pA oder zu ~d,d. 
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Dieser Satz ist e~n Spezialfall von Satz 4 §16. 

8emerkung: In Erganzung zu Satz 1 entnimmt man der. Tabelle, dass 

, die meisten der unzerlegbaren Gruppen_ nur in deI." I.sogenieklas~~ 

von Ed vorkommen. Es ware interessant zUi,'w-issen, ob dies au'f -
einem allgemeinen Prinzip beruht • 

Mit den obigen beiden satzen lasst sich der grosste Teil der,Ta­

belle klareri. Die n6~h verbleibenden Einzelfalle ergeben sich mit 

Hilfe der Methode dex ngenerischen pd ~Quoti.entenll : 

Man betrachte eine generische Elnbettung ~: poC.. ~'f CqJ ) 
den Sockel von ~ und bestimme den p~Kern des Quotient~ 
unter BenOtzung der Resultate von §9. 

in 

Dieses Verfahren fOhrt in der obigen Situation zum Ziel, da man . 

'hler schon nach wenigen Schritten wieder auf etwas schon bekanntes 

trifft; zum Beispiel haben wir folgende, Kette der p-Kerne von 

generischen pd-Quotienten: 

SlVF-2 G> <1 v3F-2 ~ CdV3F-1VF-3 ~ CAv4F-:4 ~ C~ V-3F3V- 1F 

und die letzte Gruppe 1st zugleich der p-Kern des generischen 

PcX -Quotienten von Ot 1 1 C±) Gf 1 2 (±) (H2 1 
j., -4., .], 

Diese Methode fOhrt auch in vielen andern Spezialfallen zum Ziel. 
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T~~e~'.l~~~{:p;:._etii.ii,si~'.,~~~~·~~~t·~n "~e~,' .q:1~~~,B10n ., 4 7',· 
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dim f Is'ogenieklasse 

1 I (1,1) 1= ()v 

OJ.'.oi 

2 I 2 r (1,1) 

2 
f:\V 

F t)v ! . 
F".,fV 

2. 
~2.1 ~I\.J\ 

3 

3 3:«1,1) }:~)v F !)v $ 
F/\v . . 
F\';V 

1 
qJ",.\ q] .. ,A G OJz,2. 

3 (1,2)+(2,1) 
• v 
FJ~_ 

r: 

• l=-

t±) v!~. 
\t 

. q)"l t G> OJ 1.,1 

. 
r./\~ 

r.! !v 
~\/v 

F=/-\V 
~ ~ ~v . -r:Vv 

qj3.3 

Qh.3 .. 

.}.O?~~~.IIii~'i~~j.·:;/;·· 

Q"\ 

~,.".~ f • .;\" 
en 

F\ I~ 1= .- . 
j ,\,v . . 

f\/v " "..,-v ,.0 F 

9VF-1 V l F- 1 cay 1=-" v2. F- 1 



4 4,,(1,1) 

'II 

4 
F(~V 

2 
F~)V @ 

r;-'{ 
J:\.!.v .. 

OJ",,, qr~,~ 0 ~2,2. 

" :('~ F­
/ '\. 

Ff~'t ® ~\_ I~ 
• f\jv 

F (~'1 (t) 

f;-V. 
J:\i v 

~ . 
$ /'\ 

rVV 
2. 

~2,2.. 

f /\v 
l'.~ 

F/ \'1 
-~-~-

OJ", ... GJ OJ'll to'V 1="0 1 0j-1.,\ & 01-,.2 Fol'/Fo" 

i:~\v 
Fi \v 
r.\. !~. 

r:\J/v 

CiJ14,4 

V 'I 
-_._-.. F 

1= ". ". 

F t IV 
r~:v 

DJvtF-1 v1 r" 

v • F /"-
F\ Iv . . 

1= ~ lv 
F·V·" 

<?J If ~ -:! v~ ;:~ ~ 

F J: 
V .-.-. .,. . 
• /V 
F'~ /v -, ~ 

F ~iv 

OJV1Fo1'lF-'-

t ,1\/ . 
1= - - V I \, 

Fj \v 
• ;:7-0-/F 
~v)(:-Jv F--\ 

~/\" 
f (~v (f) r~ ~v 

f.'!,/v 

0.1-1,., Ci> C1 3•l 

r./\~ ~ /\V 
v/ \~ vf 1r-

Vi! F- r-\ . - !v 
F\/V F\/y 

<1'1lFo,v FO~V~"" ·~\'t.F_1VF-IV(1 

~/\V m 
r:-,i \v ....:J 

;\ l . I _ F 

F¥V 

OJ 1 1. --1VJ:"f . 'I ·F" VI-



dim Isogenieklasse 
I 

4 I (1,1)+(1,2)+(2,1) 

4 ( 1 ,3) +<.3 , 1) 

• • v '. F 
F~JV ~ FL~. $ vl~. 

F v 

~ ... " GJ ~"'7. GJ OJz,'I 

F r~ v 40 
.~. 

F 

vi'{ 
ffi v!3. 

v 
q{."l ~ Cj1,l. 

F,:\ v 
Ft \. v ,. . 

. ~\ p'y . . 
FVV 

OJ 4-.l) 

-
F t\ 
~ 1 __ 

r 
r-

_ /7·,,"~,. 
1=\ /v 

I=\., /v 
F\":V 

~YF"3V1F'1 

vl" F 
v~ ",. -_. 

v 

{)f GJ· {)f 
",.\-1,1 . ....J 3,-1 

• 1= v' .... 
l~_ 

V 

F I\V 
• I • 

F {)V' ~ F! ! v 
F'Vv 

OJ "I" G C~h,3' 

T= 1",V 
.~ a, y 

@ ~l~. 
F 

01 GJOt , 
ti2.1 -elL,.:. 

F,\ V 

Fi \v 
F/ \V 
.~.~. 

~ V3 F-3 'I ~-1 

F /\V 
Fi \v 
~\ iv 

~·\'~I 

OJIj.,~ 

/~<',\"!:: .{/:'(>.;' '.~ : 

(J'\ 
(Xl 

'I 
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Anhang: Endlichdimensionale Darstellungen des Ringes k~[a,b] I(a-b) 
==========================.===:====:====7======~========================== 

Die folgende Klassifikation der Moduln endlicher Lange Ober 

dem Ring Jt = ~[a,b] /(a·b) ist eine leichte,Verallgemeine­

rung der Resultate von Gelfand-Ponomarev [1]. Oabei benutzen wir 

eine von P. Gabriel gegebene funktor.ielle Interpretation dieser . 

Resultate undfolgend auch weitgehend seine~ unv~raff~ntlichten 

Aufzeichnungen. Ihm und auch C. Ringel danken wir fur'die Bemer­

kung en zum Text. M~n ve~gleichehierzu auch die Arbeit ~4]. 

1. Unterfunktoren des Vergissfunktors 

Sei k .ein Kerper, A '~A'j' ein Automorphismus von k und 

A = k<r[ a,b] /(a'!b) der (eventuell nicht kommutative) Ring, 

welcher Gber k von a,b erzeugt wird mit den R~lationen 

a '" *\tr a . '\ b = b ,..7 "\ a· b = b, a = 0 " = f\ und '" 1\ fOr 1\ e. k. 

Eine Abbildung' ~ v ~ W zwischen 'zwei k-Vektorraumen heisst 

c:r-semilinear (oder semilinear bezilglich (j ), wenn fur aIle )l€ k 

und v~V gilt: lP(]pv) = Aa:4'(v) • 

Jedem Jl. -Modul M ordnen wir de,n unterliegenden k-Vektorraum 

V{M) = M zu und wollen gewisse Unterfunktoren des Vergissfunktors 

V betrachten. 

Sei die von build -1 
a frei erzeugte Halb-

gruppe mit 1;,iHre Elemente sind also Monome z.B_ von der Ge­

stalt a-
4b?a- 1b2 • Auf ~ fuhren.wir·eine totale Ordnung ein 

(lexikographisch), so dass g~lt : 

Jedem Monom 
0- 0+ und 

a) bO < 1 < a- 10 fOr a1le De.·~ , 
b) Au 5 A < 8. folgt AD < 80 fur aIle 06 ~ • 

o ordnen wir schliesslich zwei Unterfunktoren 

ZU, welche folgendermassen definiert werden: 
.. 

1 
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Satz: Die Menge der Unterfunktorender Gestalt D-c D+ mit' D~ ~ -ist total angeordnet. Aus 0 < E folgt O-c D+C E-C E+. 

Beweis: Die 8ehauptung folgt unmittelbar aus _ .... ----
(AbB)+(M) = Ab8a- 1CO) ~ Ab(M) ~ Aa- 1

(O) S; Aa- 1Cb(M) = (Aa..:!.1 C)-(M) 

Damit erhalten wir eine Filtrierung des. Vergissfunktors durch die 
+ - 111)-1 Unterfunktoren D ,D mit D £~(b,~ ). 

In genau gleicher Weise fOhrt die Betrachtung der Halbgruppe" 
. 1 

"~(a ,b-) zu einer wei teren F~ltrierung des Vergissfunktors,. 

welche wir zum Unterschied "zweite Filtrierung" nennen. 

2. Moduln erster Art 

Wir betrachten nun die zweite Filtrierung, sowie·die da"durch auf 

a- 1(OM)/bCM) induzierte Filtrierung. Schreiben wir kurz b- 1 

fur den funk tor und a fpr de~ Funktor 

M ~a(M) 

jedem Monom 

(und entsprechend fUr b und 

D = 

die beiden Unterfunktaren 

-1 " 
a ), so konnen wir 

. -1 -1 -1 -1 -1 
Oa (\ a IDa" b C Db f1 a IDb I) b '~ a Ib 

-1
1 

. 
von a b zuordnen, sowie den entsprechendsn Faktor (= Unter-

restklassenfunktor) VD des Vergissfunktors V: 

-1 -1 -1 -1 
= :D b ('\ a 10 b I) b + D a '" a = 

Zu jedem solchen D gehort auch ein Modul MO' welcher unzerleg­

~ ist und Modul erster Art genannt wird, beschrieben durch das 
. fdlgende Dlagramm: . 

I 
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k 

fb 
k 

ib 

k qr Pfeile 

k 

tb 
a a 

k • k ;.k a k --..,.~ k 

Pr 
Pfeile tb 

k 

jb 
'k 

qr-1 PFeile 

q1 Pfeile 

k 

!b a > k a .. k k a .. k 

P1 Pfeile 

~: a) Es 1st VO(MO) = k und VO(M
E

) = 0' fOr 0, ~ E'E. Je(a,b- 1). ' 

b) ,5ei vo e. VO(MO? ' Vo :I O. ,oann glbt es fOr' jeden J1.-M~dul 

M und .jedes VC:VO(M) eln ft: MO ~M mit Vo(f'l)(v~) = v. 

8 -1 
_~~~!~: a) Es 1st offensichtlich a (DM)/b(MO) = ke, wobei e 

~m obigen Diagram~ die Kopie von k 'ganz unten rechts erzeugt • 
. Zudem ist- auch VO(Mo) = ,ke , d.h. 

( -1 -1 -1 -1 )-1 
.0 = Da" a IDa" b) (MO) und <,Db f\ a' lOb " b) (MO 7=(8 Ib) (MD~. 

FUr E< 0 gilt daher (Eb- 1
f) a- 1/Eb-,1" b)(M

D
) = 0 und folglich 



- 72 -

VE(MO) = o. Fur E> D erhalten wir analog 
- '1 -1 

(Ea 1'\ a lEa" b.) (MO) = 

_ (a- 1/b)(Mo) und daher VE(MO) = O~ 

b} Dies folgt unmi ttelbar aus den Defini t.ionen. 

liD -1 Bemerkung: Fur E E. e:n:.( a, b ) 

nach dem ob o = D1E ist oder nicht. Eine entsprechende Aussage 
HO -1 gilt Fur Monome AE.dl..(b,a ). 

3. Moduln zweiter Art 

110 -1 Sei nun. A E. ",-(b,a ) ein Monom, aber keine Potenz, d.h. ver-

schieden von 8
m fur aIle m > 1. ZUdem sei A auch verschieden 

-1 -1 -2 von b, 1, a • Als Beispiel nehmen wir A = ba ba • 

Es seien nun 
A:· = A 

0
·' , , . A 1 ' A2 ' ••• ,. A l' A = A = A n- n 0 

die Monome, die man aus A durch zyklische Vertauschung der 

"Buchstaben" erh§lt, n = Wortl§nge. In unserem Beispiel erhalten 

wir 
-1 -:3 -2 -1 

A 1 = a . ba b, ~.A 2 = ba ba 

Fur .jedes solche 

sowie 

= 

A. 
1 

-1 -1 -·1 
A4 = a ba ba 

und jeden ~-Modul .M setzen wir nun 

und 

ZWischen den verschiedenen R§umen, die wir so erhalten, induzieren 

die Multiplikationen ~it aDder b semilineare Abbildungen 

(bezuglich cr' od'er (T-1) , die wir' im, Falle unseres Beispieles 

wie folgt spezifizieren (W. = WA (M) ): 
. . __ ... _ .. __ ,.. ._ ". ,'" 1.. i 
/~{~ C. foUl d c: At'" Il C Ar I't 

I ~ • 

( -t \I' r~1 
• 1)'.1 !l Y . 4 r'() c;4 ,1 / 

n OC/1D .. _/} 

1 
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w 

/ 
e "Z . 

. W1 W4 

a\ /a 
W2 

E W3 
b 

Lemma: Die Abbildungen a,p des obigen Diagrammes' sind bijektiv. 

~eweis: Aus den Defihitionen folgt unmittelbar, dass die Abbildun~en -_ ...... _.. .. . . 

b alle surjektiv, die Abbildungen a alle injektiv sind. Wenn nicht 

.a11e bijektiv waren, musste die Dimension streng'steigen, wenn man 

im Gegenuhrzeigersinn herumliefe • 

. Wir konnen ohne weiteres annehmen, dass A minimal nicht-periodisch 

t ( . . A j b 1 -1 Sr f" 0 l' d A < A. fu" r' . is da.s. hel sse: r" a, ur r > , un o 0 1, 

i = 1,2, •• ,n-1 ). Dann induziert die Komposition 
-1 -1 ·-1 

hlo- a ~ W4 - a ~ W
3
- b ~ W

2
- a ~, W1- b --'> We 

einen crn-semiline~ren Automorphismu5 ~A 
o 

von W • 
a 

Setzen wir k~,T-1] , 'wobei die Unbestimmte T den Ver-
~ . , 

R -n = 
.~ 

T A = K T genilgt, so karin (W, \fA ) 
o 0 

tau9chungsregeln 

auch alsR -Modul aufgefasst werden und wir bezeichnen diesen -- -n 
mit WA(M): 

.U~gekehrt gehort zu jedem R -Modul W ein· v4-Modul 'MA(W), -n 
welchen wirfolgenderma~sen konstruieren: Wir wBQlen einen 

r; ,:,"semi linearen Automorphi emus G'" W von W und setzen 

n ~ Wort lange von A, wobei 1'21, und b au f d~n Fa~toren Wo' W l' 
W2 ' •• , Wn_1 entsprechend dem folgenden Di.agramm operieren: 



W 
II 

W 
o' 

W = W 3 

Es ist Ieicht zu sehen.,; dass der Isomorphietyp dieses Moduls nicht 

von der Wah 1 von ().w.._ .. _~_qtt-~lJgj~-•... - .. ___ ._ .... _- .~. ~ 
------ ~.,-

Es ist 

fOr aIle weiteren B und aIle D. 

b) ,FOr jeden ~ -:-Modul M existiert ein 

mit invertierbarem WA(Y). 
V : MA (WA (M»)~ M ; 

Den Beweis dieses Satzes geben wir in Abschnitt 6 • 

....... -.. ~- ... -.-------... -

4. Struktursatz 

~: Der Funktor 

x mod 
j.). 

~st eine Darstellungsspiegelung. Dabei bezeichnet mod~~ die Kate­

gorie der' ~-Moduln endlicher Lange, und entsprechend . mod
k 

und 

mOdR ' D· durchlauft aIle Monome in ~(a,b-1) und· A alle mini-

;' 

-nA Jit) -1 -
~len nicht-periodischen Monome in ·.m....(b, a ), und n

A 
ist·die Wort-. 

lange von A. 

Ein Funktor F: 'e. .--,.1) .heisst Darstellungsspiegelung, wenn er 

~urjektiv auf den Objekten (bis auf !somorphie), surjektiv auf den 

,~rphismen ist und wenn aus Ff = Iso. auch f = Iso folgt. 

I 

/ 
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Korollar: Jeder ~-Modul endlicher Lange ist direkte 5umme von 

Moduln erster und zweiter Art. Die Moduln MO ~ind unze~legbar, 

und ein Modul MACW) ist genau dann unzerlegbar, ~enn der Modul 

W unzerlegbar 1st. 

~~g~~~_~~~_~~~~!~~~: S'ei F: 'eo ~ n .ein addi t i ver Funktor, 
und es habe 'D die Eigenschaft, dass jedes Objekt D ~ 'i) direkte 

Summe von unzerlegbaren ist. Urn nachzuweisen, dass .F eine Dar-' . 

stellungsspiegelung ist, genOgt es, folgendes zu zeigen: 

1) Jedes unzeriegbare Objekt 0 tV 1st isomorph zu eip~m 
FD I mit DIE. 't . 

. 2) Zu jedem Objekt C E. 'e. ,und jedem Morphismus f 0 ~ FC 

£9t es einen Morphismus g: 0' ~ C mit Fg = f, 0 ,und 0 I 

.wie in 1). 

'3) Aus Ff = Iso folgt schon f = Iso. 

Die 8edingungen 1) und 2) folgen aus den Satzen von Abschnitt 2 

und 3. Es bleibt die Bedingung 3), deren Nachweis in Abschnitt 8 

erbracht wird. 

5. Unendliche Werter 

Wir betrachten die Menge /10 00 -1 
6\. (b,a ) der Werter 

A = x1x2x3 ••• xnxn+1.~ •• 

-1 -1' unendlicher Lange in b und a (x .. = b oder = a ). Dlese 
1 

Worter wer(:jen wieder lexikographi sch durch b < c;I-1 tota~ ge-

ordnet~ Die n-te Approximation von A ist das Monom 
licher Lange 

A 
n end-

Jedem solchen Wort A ordnen wir zwei Unterfunktoren AI, A" des 
Vergissfunktors V zU: 

A I (M) = \ J Il (n \ 
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Lemma: a) Fur A <: 8 gil t: . A I. £ A II f. 8' S 811 • 

h) FOr DE.~(b,a-1) 1st 0.-= (Dba-~)' =.(Dba-~)II 
und 0+ = (Oa- 1b:») I = (Oa-1b~)t~ 

-
§=~~!~: Die 8ehauptung a) ergibt sich wie heim Lemma von Abschnitt 1, 

und b) folgt aus den Definitionen. 

00 No ~1 Satz: Es gilt AI ~ A" nur dann, wenn A = D mit 0 ~ ~(b,a ), 
-- -1 
o :I b, a i st. 

. -1 
8eweis: Sei A = CB eine Zerlegung mit C E .~( b, a .) undo 

8-~-i.'b,a-1). Aus AI:I A" folgt dann unmittelbar 8':1 8". 

I st nun M ein fi -Modul' mi t A' (M).I A II eM), so folgt auch 

S'(M) :/. 8"(M), und dies kann nur FOr endlich viele verschiedene 
00 

Worter 8 vorkommen. Wir erhalten daher A = CD mit endlichen 

C und 0, und wir wollen zeigen, dass C = 1 gilt. 

Sei C ¢ 1 minimal gewahlt und 0 = Eb, C = Fa- 1 urn ein Beispiel 
-1 00 -1 00 

zu wahlen. Oann ist A = Fa 0 = Fa EbD~, d.h. es ist sowphl 
CXJ • 

bD (M). Nach dem 
folgenden Lemma ist 

dim D~(M)i'Do:I(OM) ~ dim bOA:)CM)/bDo,,(OM) + dim .a-100:7(M)/a-10°°COM). 

Wie in Abschnitt 3 ist wegen D = Eb die Multiplikation mit b 

ein Isomorphismus 
OOO(M)/OOO(OM) ~ bD·"'(M)/bD~COM)' 

. -1 00 -1 OIl 
a 0 (M)/a 0 (OM) = 0 folgt, also ein Widers~ruch. woraus 

Lemma: Aus ba = 0 und P =. N S M folgt 

Beweis: Es ist 
-~----

p ~ eN" I) +P £ (N f'\ K) +P ~ N f'\ (K +P) ~ N mi t 

I = Im a und K = Ker b. Die 8ehauptung folgt dann aus den beiden 
Isomorphismen 

·und N/N ,,(K+P) - I\I.J..K /0 • v 



T' 
I 
I 
; 

- 77 -

Wir werden ~iese Resultate var allem im letzten Abschnitt be­

nutz~n, wa wir eine genauere Beschreibung des Verbandes der 

eben konstruierten Unterfunktoren A' f A" von V geben. 

6. Beweis des Satzes von Absehnitt 3 

a) Wir zeigen zunachst WA(MA(W» = W. Dazu nehmen wir wieder 

den Spezialfall -1 -2 A = ba' ba ,geben jedoch einen Beweis, der 

sieh leicht auf den allgemeinen Fall ubertragen lasst. 

Der Modul M = ,MA(W) ist durch das folgende Diagramm 'gegeben: 

w 

y 0 

.~ 
W1 W4 

a\ ;. 
W2 ~ 

,...., 
W3 

b 

FOr die zyklis6hen Vertauschungen A. von A haben wir foI-
l. 

gende lexikographische Anordn~ng: 

Af:T;;I < A (X) < Ai» <: AOo <: Ape 
0 2 4 1 3 

Man zeigt nun ohne weiteres, dass w . c A ~ (M) = (A~) II (M) 
l. ,- 1. l. 

und 

dass-
o = W. f\ (A~) fI (M) 

l. 1, 

gilt. Wegen 
dim M = f d~m Wi = t dim(A~" (M) /A~t 'CM) ~ dim M 

erhalten wir 

o = A~' (M) <; 
~n A~' (M) 

n 
A~'(M)~ • '::N lie ) Ao (M) = ~ A~ (M) = • • S A3 ,M = M 

W. l>' ,:)Q 

= A. (M)/A. {OM) 
1 1. '1. 
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Mit ahnlichen Oberlegungen ergeben sich auch die restlichen Behaup­

tungen von a). 

b) Fur den Beweis dieser 8ehauptung brauchen wir einige Eigen­

schaften von (semilinearen) Relationen, welche im foigenden Ab­

schnitt 7 zusammengestellt sind. Wir fOhren den Beweis wieder 
-1 ',-2 

am Beispiel A = ba ba • 

Wir betrachten die durch A definierte Relation auf M. FUr diese 

Relation gilt x~y genau dann, wenn es Elemente z1' z2' z3' z4 € 'M 

gibt mit 
b x 
-:;' 

y Cl 
~ 

z~ z4 

/a 
z2 ~z3 

6 

Nach dem Zeriegungssatz (Abschnitt 7) gibt es eine Vektorraurn-

zerlegung 
= Def.)') ~-1 = 

0:> -1 Ker A <±> N = 
f.XJ I 

A eM)'(±) N o ' 

derart dass zu jedem 'V E. N genau ein xtN exis,tiert mit 

x ~y. Man findet hieraus Ieicht semilineare Abbildungen 

z. N ,~ A~II(M) (bezuglich (j'.-n+i) 
1 1 

und x N ----;. N (bezUgIich -n) cr-

mit der Elgenschaft, dass fur aIle yE N die Beziehungen 

gelten. Nac~ Konstruktion ist der R -Modul WA(M) gegeben durch -n 
(N,x), und man sieht sofort, dass die durch 

n-~ . n-2 
= we + z1(crW (~1» + z2(crW (w2» + 

gegebene lineare Abbildung v: MA (N) = Nn ~ M ein 

J}-Modulhomomorphismus mit den gesuchten Eigenschaften 1st. 
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7. Semilineare Relationen 

Unter einer semilinearen Relation R (bezOglich cr n) auf einem 

endlichdimensionalen k-Vektorraum V verstehen wir eine additiv 

abgesch10ssene Teilmenge 

fOr ex, y) (;' R und i\~ k 

ben xl~y anstelle von 

R ~ V 1C V mi t der Eigenschaft, dass 

auch .' (Ax,I\"'~)6.R gilt. Wir schrei­

(x, \j) € R t und defini eren fOr n > 0 

= {x c:. V X t--"> x1 ~x21~ • • • t-+ xn ) 

-. [x ~ V 

:1 Sequenz 

j Sequenz x I---> X 1 f-;>'. • • ~ xn_ 1 t--+ 0 1, 

sowie OefOO R = () Defn R 
l'l 

und 

Die Di = Defi R und Ki = Ker i R sind k-Vektorr~uine S V und 

wir erhalten 
V 0 1 ~ 02 :;,,_ .. 

? '- ~ 0':'0 2 K ~ 2 •• ' 2 K~ ~ K 1 2. 0 

Ins~esondere ist Kn Kc):J f·· .. d = . ur genugen grosses 

Lemma 1: 
();) 'Oc 

FOr a11e .xeD gibt es ein V&. 0 mit x~v. 

8eweis: klar. 

Lemma 2: Sind '::lO 
X, y, 'lIED 

gilt V I - Y ~ K~·.· 

mit x ~ y undo x ~ y I, .§Q 

Beweis: Sei 8 = tv e. D~ \ 3 x e OCIO .mi t x ~ v 1 . Au s Y E 8 und 

x~y ,x'17Y folgt dann 

semilineareAbbildung 

gegeben durch 

jektiv und wegen 

f : 

-f(y) = x fur 

f(KQ)) = 0 

~ 
X I - X f: K:, un.d wir erhal ten eine 

x ~y. Nach Lemma 1 ist f sur­

faktorisiert f in der G~stalt 

n. 

mit surjektivem f. Aus Oimensionsgrunden ist f bijektiv, also 

auch injektiv. 
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Lemma 1 und 2 besagen, dass die auf D~/K~ durch R induzierte 

Relation durch einen (~n-semilinearen) Automorphismus 

beschrieben wird. d.h. es gilt T(x) = V genau dann, wenn fur 

ein geeignetes ZE. K die Relation x ~V+z richtigist. 

Zerlegungssatz: Fur die auf D~ induzierte Relation gibt es 

eine Zerlegung 
= 

§~~~!~: Sei ~: D~/K~ ~ D~ irgend ein linearer Schnitt der 

kanonischen Projektion. Dann gibt es eine \In-semilineare Abbil-

d \/ O:lO/K oo ~ Koo ml··t ung K = hi : 

(Wahle eine k-Basis von Doo/K~!). Folglich findet man auch 

Abbildungen 

K(X) ~K2(x) ~K3(x)~ ••• t-+ Km(X) ~ 0 

fur aIle x E D~/Koo. Wir definieren dann eine lineare Abbildung 

durch 

und setzen 

gilt: 

1: 

rc (x) 

~I 

: 

= 

D'!lCI/K~ 

= K T- 1(x) 

~ + '"t. : 

»- K~ 

-2 -m + K2 T (x) + ... + Km T (x) 

!XI 00 00' o /K ~D • Nach Konstruktion 

.s>I·(X) - 1:(x) ~~' (Tx) - 'tctx) + K(x) 

also 

. woraus ~ t ex) ~ ~ '(Tx) und damit die Behauptungfolgt • 

._.------

---_.---
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Q~tJ 
/' 

8. Beweis des Struktursatzes 

Lemma: .Es sei f: M ~N ein Homomorphismus von Jt-Moduln, 

derart dass die induzierten Abbildungen 

O+f/O-f: O+M/O-M ~ O+N/O-N AU f /A 1 f AriM/A'M ~ AIIN/A~N' 

bi.iektiv sind fur aIle 0 E. * (b,a-
1

) 

ein Isomorphismus. 

lU'i!IC} . -1 A €. ~ \ b, a, ). Dann ist 

Beweis: Nach den ErQebnissen des folgenden Abschnitts 9 gibt es 

eine Normalreihe sowohl von M 

die Gestalt O+M/O-M, O+N/O-N 
als auch von N, deren Faktoren 

oder A"M/A'M , A"N/A'N haben. 

Zum Beweis des Struktursatzes bleibt uns noch der Nachweis der 

folgenden Behauptung (vgl. Abschnitt 4): 

Behauptung: 1st f M --?- N ein Jl.-Modu Ihomomorphi smu s 

mit VE(f) und We(f) bi,;ektiv fO::, aIle t~ ~(a,b-1) und 

aIle min1malen nicht-periodischen 8E.*f(b,a- 1
)., ~o ist f ein 

~somorphismus. 

f 

~!~~!~: Nach Abschnitt 3' 1st unter obiger Voraussetzung WS(f)-= 

~n(f)/BQ:I'(f) bijektiv auch fur aIle nicht-periodischen 
1111 -1 

8 E. "1.(b,a ), woraus mit dem Satz von Abschnitt 5 die 8ijektivitat 

/ 
XDlIO -1 von A" f A I f fur aIle A·f. en. (b, a ). 

Es bleibt noch zu zeigen, dass O+f/O-f bijektiv ist fur a11e 
~D -1 

D f .n (b, a ). Dt3 zu betrachten wir' die folgenden Unter funk turEn 

von V: 

Die Multiplikation mit b induziert einen Isomorphismus 

Da- 1/(Db + b- 1n Da- 1) ~ bDa- 1/bDb 

und die Multiplikation mit a p;no~ T_ 

I 
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Induziert daher f einen Isomorphismus 

-1 "V -1 ) Da (OM)/Db(M) ---=-- Oa, (ON /Db(N) , 

so erhalten wir auch Isomorphismen 

bO~-1(OM)/bDbCM) ~ bDa- 1(ON)/QDbCN) 

und -1 -1 -1 IV -1 '-1 -1 ( a Da (OM)/a ,Ob(M) --+'8 Da (ON)/a Db N) 

Mittels Induktion Uber die Lange von 0 genDgt es daher,nachzu­

weisen, dass f einen Isomorphismus 

-1 /V-1 
a (OM)/b(M) ~ a (ON)/b(N) 

induziert. Hierzu brauchen wir nur'zu zeigen, dass diese Vektor­

raume Normalreihen mit Faktoren der Gestalt VE(M), VE(N) mit 

E E.~(a,b-1) besitzen. Nun wissen wir, dass, Normalreihen von 'v 
mit Faktoren der Gestalt 'E+/E- und W

A 
existier~n, E,AE ·~(a,b-1), 

A nicht periodisch. Die induzierten Faktoren fur a- 1(OM)/bCM) 

sind dann 

und 

Es bleibt zu zeigen, dass 

an einem Beispiel. 

AOO(M) "a-1
(OM) / (A~(.M)" a-"CO

M
) +' AOCi(M) 1"\ b(M))". 

WA(M) = 0 ist. Man Gberlege sich das 

9. Normalreihen des Vergissfunkto~s 

Zum Schluss wollen wir nochmals auf die im Laufe dieser Arbeit 

mehrfach benutzten Unterfunktoren des Vergissfunktors V einge­

hen. 

Wir betrachten hierzu das Kompaktum K = lO,2J N versehen mit 
der lexikographischen Ordnung und veranschaulichen es mit Hilfe 
des bekannten Ordnungshomoomorphismus 

r: K -----» ~ = Cantorsches Diskontinuum 

gegeqeti durch ( ) :£.. x..., X 2.. 
x a ' ~ 1 '. x2 ' • • • ~ 3 + 32 + 33 + .••• 

Die Randpunkte von t . sind die Silder der konvergierenden Fol­

gen, d.h.' der jenigen Felgen, welche mi t lauter Nullen eder lauter 
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Zweien enden. 

Jeder konvergenten Folge 0 ordnen wir einen Unterfunktor 

OV von V zu: 
DV(M) = OeM} = 0(0) • 

8ei sp i e Ie: a) 

DV(M) 

o = (2,2,O~O,O,2,O,~.!.) 

a-2b3a- 1ba-
oo

(M) = a-2b3a- 1ba- oo(O) = -2 3 -1 = a b a ,beM). 

b) 

DV(M) 

o = (2,2,0;0,0,2,0 ••• ) 

a-2b3a-1b~(M) = a-2b3a~1b~(O) = = 
-2 3 -1 a b a (0)'. 

Es'ist Ieicht zu sehen, dass die Abbildung D '~:DV, injektiv 

und ordnungstreu ist. Wir erhalten somit eine total geordnete 

Untermenge der Unterfunktoren von V. ,5ei Dr der durch diese 

Untermenge erzeugte vollstandige Verband. Wir wollen tr be­

schreiben. 

Fur jedes D 

0' = n 

Dann gilt 

= (xo ' x 1 ' x2 ' • • .) e 

(x ,x 1 , •• ,x 1,0 ..• ) o n-

0' ~ D ~ D" n ...... n und 

K set zen wir 

0 1 ~ 0 
n 

on --"> 0 
n 

fur' n ~~. 

Setzen wir DIV = U DIV 
n n 

und D"V' = fl D"V 
n n n 

so erhalten 

wir folgenden Satz: 

Satz: Die Elemente von t1 sind von, folgender Art: 
1) 

2) 

3) 

OV mit D konvergent, 

D'V = D" V 'm! t 0 n!cht-konvergent und nicht-p_~riod.!E?E~, 

D'V~ D"V mit D periodisth, 0:1 (0 ..• ); (~, ... ). 

Die Elemente von 

a) OV 

b) OIV 

Die "Lacher" von 

D mit einem Nachfolger sind~dabei folgende: 

mit 0 = (xo ' x 1 ' -•• , x'n ' '2 ••• ,) , 0 :I (2" ••• ), 

mit 0 wia in 3). 

o werden somit dUTch a) und b) beschrieben! 
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Bemerkung: 1) lY uberdeckt das Ca'ntorsche Diskontinuum : Uber 

jeder periodischen Cantorschen Zahl besitzt die Familie zwei 

Elemente. Dementsprechend hat 1) mehr Lacher als ~ 

2) Die Rollen von a uno b kennen vertauscht werden, 

und man erhalt so einen weiteren vollstandigen Verband von Unter­

funktoren, welcher sich in analoger Weise beschreiben lasst. 
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