S S e o

(MIT ANWENDUNGEN AUF p-DIVISIBLE GRUPPEN UND' -

ABELSCHE VARIETATEN)

Hénspeter Kraft

Sonderforschungsbereich
Theoretische Mathematik

Universitdt Bonn

53 Bonn

Wegelerstrasse 10

September "1975



Inhaltsverzeichnis

=

Einleitung P

Kapitel I : MKlassifikation der p;Gruppeh

§1. Dieudonné-Theorie fiir p-Gruppen ) 7
§2. Gruppen vom Typ T
§3. Gruppen. vom Typ Z 13
§4. Unzerlegbare Gruppen vom Typ Z : ) 18
§5i Struktursatz o0
§6. Basiswechsel, Frobeniushomomorphismus und Verschiebung 21
§7. Charakterisierung der Gruppen vom Typ Z 23
§8. Cartier-Dualitét ' ’ og
§9. Sockel und Deckel o8
§10. Endomorphismenringe 39
§11. Gruppen vom Typ Z, 39
HKapitel II : Anwendungen auf p-divisible Gruppen und Abelsche
Varietdten .......... ceceesiencane cescevtenonencaas Lo
§12. Dieudonné-Theorie p-divisibler Gruppen 41
§13. Einige spezielle p-divisible Gruppen A
§14. Isogenieklassen ' ~ . L8
§15. p-Kerne von p-divisiblen Gruppen 50
§16. p-Kerne in Isogenieklassen | ‘ 55
§17. p-adische Tate-Gruppen von Abelschen Variet&ten 61
§18. p-Kerne Abelscher Variet#ten 63
Tabelle 66
Anhang : Endlichdimensionale Darstellungen
des Ringes k;f[a,b] /(a:b) .. ..iiiviiinnnnn. R -1

Literaturverzeichnis ‘ o 85



Einleitung
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Bei vielen Problemen im Zusammenhang mit Abelschen Variet&ten

spielt die Untersuchung der l-Teilungspunkte eine wichtige Rolle.

Dabei versteht man unter einem l-Teilungspunkt P der Abelschen

lA der
1-Teilungspunkte ist fiir 1 prim zur Charakteristik p des Grund-
kﬁrperé‘ k isomorph zu (Z,ﬂq&)?d mit d = Dimension der Abel-
schen Varietdt A. Von entscheidender Bedeutung ist dabei das

Varietdt A einen Punkt der Ordnung 1, und die Gruppe

Studium der Operation der Galoisgruppe Gal(k/k) auf den l-Tei-

lungspunkten und der damit zusammenh&ngenden Darstellungen.

Ist nun 1l = p = char k > 0, so ist das endliche k-Gruppenschema

A = Fer p:Id, nicht mehr reduziert; die rationalen Punkte

P
bilden zwar wieder eine Gruppe der Gestalt (Z,&L&)g , wobei

hier aber ¢ . alle Werte zwischen 0 und d = dim A annehmen
kann und der p-Rang von A genannt wird, doch ist die Struktur
van pA auch fUr algebraisch abgeschlossene Grundkidrper k

durch Q@ im allgemeinen nicht bestimmt : es fehlt die Beschrei-

bung der Zusammenhangskomponente der Null, welche ein sogenanntes

infinitesimales Gruppenschema ist, und speziell ihres unipotenten

Bestandteiles, der fiir 9 < dim A nicht verschwindet.

Im ersten Kapitel untersuchen wir nun etwas allgemeinér
endliche kommutative k-Gruppenschemata Cq mit p~Ido; ; 8]
(im folgenden kurz p-Gruppen genannt). Mit Hilfe der Dieudonné-
Theorie flr unipotente k-Bruppen fihrt dies zum Studium von

endlichdimensionalen k-Vektorr&umen zusammen mit zwei Ysemilinearen"

nilpotenten Endomorphismen, welche sich gegenseitig annulieren.

Die hierzu notwendigen Grundlagen - eine Verallgemeinerung der

Resultate [1] von Gelfand-Ponomarev - haben wir in einem Anhang

zusammengestellt. Wir beniitzen dabei wesentlich eine unverdffent-
liche Darstellung dieser Resultate von P.Gabriel. Als Haupter-

gebnis erhalten wir eine vollstdndige Klassifikation der p-Gruppen

und damit zusammenh&ngend eine explizite Beschreibung der Endomor-



phismenringe, der Cartier-Dualitét, des Frobeniushomomorphismus

und der Verschiebung,...

Im zweiten Kapitel kehren wir wieder zu unserem Ausgangs-
problem zuriick, wobei wir zundchst etwas allgemeiner die p-Kerne

von p-divisiblen (formalen) Gruppen untersuchen. Speziell interes-

siert uns das Verhalten der p-Kerne in einer Isogenieklasse und

die damit zusammenhBngende Frage, wie stark durch den p-Kern die
Isogenieklasse oder gar die Isomurphieklasse bestimmt ist. Man
stellt dabei fest, dass die Antwort sehr stark von der Struktur
dieses p-Kernes abhdngt : ein gewisser Typ von p-Gruppen kommt
in jeder Isogenieklasse vor, wdhrend ein anderer Typ sogar'die

Isomorphieklasse festlegt. Im Falle von Abelschen Variet&ten ge-

ben wir eine vollstdndige Lésung dieser Frage fur die Dimensionen

£ 4. Mit den dabei entwickelten Methoden lassen sich auch noch
weitere Fille behandeln, doch diirfte eine dimensionsunabhingige
allgemeine Ldsung ziemlich schwierig sein. Wir haben hierzu nur

einige wenige Resultate und Vermutungen.

Im folgenden arbeiten wir immer Uber einem festen Grundkdrper

k der Charakteristik p>0, welchen wir zudem perfekt voraus-
setzen. Ein wichtiger Aspekt der Theorie, n&mlich das Studium

von Familien von p-Gruppen, d.h. von p-Gruppen Uber einem Basis-

schema, und insbesondere das Problem der Spezialisierungen wird

in der vorliegenden Arbeit nicht berthrt. Gerade die hier stu-
dierten p-Gruppen bilden ein ausgezeichnetes Experimentierfeld
fir solche Probleme und man findet leicht viele interessante

Beispiele (vgl. die Bemerkungen zu Beginn von Kapitel II). Wir

hoffen; in einem sp&teren Zeitpunkt auf diese Prdbleme zurﬁbkzu-
kemmen.

Fir die Theorie der algebraischen Gruppen und speziell die

Dieudonné-Theorie der unipotenten k-Gruppen benutzen wir die

"Groupes algébrigues" von Demazure-Gabriel [GA] , fiir die

-p-divisiblen Gruppen die Lecture Notes "p-divisible Groups®”



von Demazure [PG] und fiir die Abelschen Variet&ten die "Abelian
Varieties" von Mumford [AV]}. Den beiden Kapiteln haben wir eine

kurze Inhaltsangabe vorangestellt.

P. Gabriel, F. Dort und C. Ringel danken wir fiir viele
Ggsprﬁphe und Anregungen im Zusammenhang mit dem vorliegenden
- Text.



kapitel I : HKlassifikation der p-Gruppen
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Ist k ein E;Fekter kirperJder Charakteristik p>0, so

N e o L s e

ist ein endliches k-Gruppenschema 6y nicht notwendig reduziert:

Man hat eine Zerlegung
) )
OJ e q\-cd ® q‘

wobel die‘Zusammenhangskomponente Cﬂ° der Null ein sogenanntes

jnfinitesimales k-Gruppenschema ist, d.h. von einer Potenz des

Frobeniushomomorphismus annuliert wird. Dabei kann die Struktur
van qr beliebig kompliziert sein; schon im kommutativen Falle

besteht keine Hoffrnung, diese Gruppen je im Gblichen Sinne zu
klassifizieren.

Betrachten wir nun kommutative endliche k-Gruppen (ﬂ ,
welche von p = char k annuliert werden (im folgenden kurz
p-Gruppen genannt), so fihrt dies unter Verwendung der Dieudonné-
Theorie zum Studium von endlichdimensionalen k-Vektorr&umen M

mit zwel sich gegenseitig annulierenden "semilinearen" Endomor-
phismen. In ganz analoger Weise wie bei Gelfand-Ponomarev in (1]
ldsst sich in diesem Falle die Hlassifikat;on durchfihren; es
handelt sich dabei um eine sogenannte “zahme Gattung", was im
wesentlichen bedeutet, dass es bis auf Isomorphie nur endlich

viele unzerlegbare Objekte einer festen L&nge gibt.

Aus dieser Klassifikation erhalten wir zwei Typen von p;Gruppen:

die Gruppen vom Typ T und diejenigen vom Typ Z, welche sich in ver-
schiedener Hinsicht unterscheiden; z.B. ist bei den Gruppen vom

Typ Z der Kern des Frobeniushomomorphismus gleich dem Bild der
‘Verschiebung, wdhrend wir beim Typ T eine echte Inklusion haben.

Ein weiteres Unterscheidungsmerkmal findet sich auch beim Studium
der Endomorphismenringe.

Eine ausgezeichnete Rolle spielen die Gruppen vaom Typ 21;



dies sind nach Definition direkte Summen von solchen Gruppen vom
Typ Z, bei denen entweder der Frobeniushomomorphismus oder die Ver-
schiebung einen einfachen Kern hat. Es zeigt sich némlich, dass
jede Untergruppe vom Typ Z einer solchen Gruppe ein direkter Sum-
mand ist und insbesondere wieder vom Typ Z1 ist.

Wie wir schon in der Einleitung bemerkt haben, lassen wir hier

alle'Ffagen Gber Familien von p-Gruppen und Spezialisierungen bei-

seite, obwohl es in diesem Zusammenhange viele interessante Pro-

bleme gibt. Man erh&lt z.B. aus jeder Familie voh Abelschen Varie-
tdten eines festen p-Ranges eine Familie von p-Gruppen vom Typ Z

(vgl. Kap. II), und das Studium der Spezialisierungen der Gruppen
vom Typ Z diirfte auch fUr die Theorie der Abelschen Variet&ten von
Interesse sein. Auf Grund der vorliegenden Resultate kann man zei-
gen, dass sich die Gruppen vam Typ Z in solche vom Typ T speziali-
sieren lassen, aber nicht umgekehrt, und man findet auch Beispiele

von solchen Gruppen Ca vom Typ Z, deren s@mtliche Spezialisierun-

gen vom Typ T oder isomorph zu Cﬁ sind. Der Katalog solcher Einzel-

resultate l8sst sich beliebig vergriissern, doch fehlt:-bisher eine
umfassende Theorie; wir hoffen jedoch in einem spdteren Zeitpunkt

auf diese Probleme zuriickzukommen.

Obwohl in diesem Kapitel die Resultate des Anhanges ganz we-
sentlich benutzt werden, haben wir uns bemiiht, eine in sich ge-
schlossene Darstellung der Theorie zu geben. Insbesondere haben
wir die dabei bendtigten Begriffe aus dem Anhang schon hier exakt
definiert und ausfiihrlich diskutiert, so dass dieses Kapitel auch

unabh&ngig vom Anhang gelesen und verstanden werden kann.
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§1. Dieudonné-Theorie fiir p~-Gruppen

Sei k ein perfekter hirper der Charakteristik p> 0. Dann

verstehen wir unter einer p-Gruppe Cﬁ ein endliches kommutatives

k-Gruppenschema mit p-Id, = 0. Jede solche p-Gruppe besitzt eine
Zerlegung der Gestalt ' '

cﬁ=te>}4.é1i

wobei & = Orgq &fal und eine k-Form von (Z./pZ) ist, M

k

multiplikativ und eine k-Farm vaon /ik ist (p}k = Frobenius-
kern der multiplikativen k-Gruppe /A ) und W  unipotent und
infinitesimal ist (vgl. (GA] IV,§3,n s). Ist insbesondere k alge-
braisch abgeschlossen, so hat O die Gestalt

G = (Z/Z), ® p, & W .

Fiir die Untersuchung der Struktur der unipotenten infinitesimalen
p-Gruppe W verwenden wir nun die Dieudonné-Theorie:([GA] v,§1.):

Sei D der Diedonné~-Ring

D, = W () [F;v] (Fu=VF=p)

wobei ©WY(k) der Ring der Wittschen Vektoren ist und die beiden

Variablen F und V den folgenden Relationen ﬁnterliegen:

FU=V=p, Fi= APF | AV = _v~,\(‘:‘)

N

Fir A= CA., A, A, 0€ (k) und AP A ,AT,Ai,...).

Der Ring Dy ist der Endomorphismenring des k-Gruppenschemas h)k
der Wittschen Vektoren und der Funktor

C',} — M(q) = }%I;Hnm(q ’Unk)

liefert Elné(;;;:;quVBlenZ %wlschen der Katedorie der unipotenten-
kommutativen k GruphEﬁ\ﬁﬁa der Kategorie der "auswischbaren” Dk-

Moduln, d.h. 'dergen1gen Dk-Moduln M, auf demen V 1lokal nilpotent



o

operiert. Die endlichen kommutativen unipotenten k-Gruppen ent-

sprechen dabei den auswischbaren Dk-Moduln endlicher L&nge.

Das Studium der p-Gruppen, speziell der unipotenten infinitesimalen

p-Gruppen fiihrt nun zur Betrachtung der Ringe

O
]

k[F,v]/(FV=VF=u)

"

und ) b, = & [[F,UH/(FU:UF:D)_

wobei F und V den Relationen FA = APF und AV =v AP, \ek,
unterliegen. Aus dem Vorangehenden erhalten wir dann folgendes
Resultat:

Satz: Die Kategorie der infinitesimalen unipotenten p-Gruppen ist

antidiguivalent zur Kategorie der Bk-Moduln endlicher Lé&nge.

Ein ak—Modul M endlicher L&ange kann auch sufgefasst werden
als ein endlichdimensionaler Vektorraum kM zusammen mit zwei
nilpotenten, "semilinearen" Endomorphismen

FM: M—=M und UM: M—=M ’FMU-M=VMFM=U
-1

FM(%nO = AQFM(m) und VM(AHO = Ap 'UM(m). Da k perfekt

ist, sind FM und VM durch ihre Wirkung suf einer Basis des

k-Vektorraumes M festgelegt. .

Zu jeder natlrlichen Zahl n3»0 und jedem Paar von nilpotenten

Matrizen ¥ ,% e»Mn(k) mit Yew = YoW¥ = 0 erhalten wir
N .

D

daher einen k—MDdul M = M in folgender Weise:

n, Y,
Der unterliegende k-Vektorraum ist k" und die Endomorphismen

FM und VM sind durch ihre Wirkung auf der natirlichen Basis

des k" gem#ss Y und Y& festgelegt, dh. FM(x) = YoxP
und U, (x) = YoxP  fur x=(xq,x2,..,xn) € k" und

A
xp=(xﬂ,x';,,..,xﬁ). Offenbar ist jeder D, -Modul endlicher Lénge

isomorph zu einem Modul dieser Gestalt.



Das Studium der p-Gruppen und ihrer Eigenschaften, was in den
fnlgenden.Péragraphen durchgefiihrt werden soll, ist damit im
wesentlichen &quivalent zum Studium der Sk-Moduln.endliche:
Ldnge; die lUbertragung der Definitionen und Eigenschaften der
ak-Moduln auf die p-Gruppen werden oft stillschweigend durch-
gefihrt unter Beniitzung des obigen Satzes.

§2. Gruppen vom Typ T

Wir beginnen mit der Beschreibung ven zwei speziellen Typen von

p-Gruppen, den Gruppen vom Typ T in diesem Abschnitt und.den

Gruppen vom Typ Z im nachfolgenden Abschnitt. Man vergleiche

hierzu auch die Darstellung im Anhang.

Sei 4 (F,V™") die Halbgruppe mit 1 frei erzeugt von F. und

v=1. pie Elemente A & 4 (F,u°

Gestalt

) sind also Wirter (Monome) der
A = IRy Py Tor

mit pi,qielN , und zu jedem solchen Wort thﬁft ein ﬁk-Modul

MA’ welcher durch das folgende Diagramm beschrieben wird:

K
vl
k .
VT 9, Pfeile
k
kFok Fok L. k—EE?
Pr Pfeile K Qp_1 Pfeile
k
’/////- qq Pfeile
i
v
kfokTFok ... k=ok



Der unterliegende k-Vektorraum von MA ist die direkte Summe
der im Diagramm vorkommenden Exemplare von k und die beiden
nilpotenten semilinearen Endnmorphismen Fy und Vy sind durch
jhre Wirkung auf der kanonischen k-Basis von M gem&8ss den

Pfeilen des Diagramms festgelegt.

wir wdhlen ein fiir alle mal eine infinitesimale unipotente

p-Gruppe mit Dieudonn&-Modul isomorph zu M und bezeichnen

A
diese mit /3Z,.

Der Modul M, und -damit auch die Grupﬁe %{A ist unzerlegbar
und hat die Lénge

: - v
1(A) = \Wortlénge = Anzahl Pfeile im Diagramm.

Unter der kanonischen Basis des Moduls MA verstehen wir im
folgenden immer die angeordnete kanonische Basis des unterlie-

genden Vektorraumes LAY+

, wobei die Nummerierung der Exem-
plare von k in Richtung der F-Pfeile des Diagrammes erfolgt,
beginnend "oben links" mit 1. Es ist leicht zu sehen, wie bei .
gegebenem Wort A die zu F und V zugehiirigen Matrizen

beziiglich der kanonischen Basis von MA aussehen.

Definition: Eine p-Gruppe ‘¥ heisst vom Typ T ("Treppe"),

wenn ‘¥ isomorph ist zu einer direkten Summe von Gruppen der
Gestalt ¥, mit A € H(F,u7D).

Anslog werden auch die Bk-Moduln vom Typ T defi-

niert.

Die p-Gruppen der Gestalt GEA sind also genau die unzerleg-
baren Gruppen vom Typ T, und fiir A' ¥ A sind die beiden Gruppen
Q{A und QQA, nicht isomorph. '

Bemerkung: In Uerallgemeinerung des obigen Verfahrens kann man
3 . 3 A
in folgender Weise weitere Dk-Muduln konstruieren: Man startet
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wieder mit einem Wort A aus der Halbgruppe GE(F,V-1) und
betrachtet das zugehiirige Diagramm aus Eunkten und Pfeilen.
Eine Belegung (Darstellung) des Diagrammes besteht nun darin,
‘dass man jedem Punkt ein Exemplar eines k-Vektorraumes der Ge-
stalt k" , ne N , zuordnet und jedem Pfeil eine Matrix mit
"richtiger" Zeilen- und Spaltenanzahl (Anzahi Zeilen = Dimen-
sion des Vektorraumes an der Pfeilspitze, und entsprechend

fiir die Spalten). Wie vorher definiert eine solche Belegung
einen'ak-Modul M; es ergibt sich jedoch aus den nachfolgenden
‘Resultaten (Struktursatz und Charakterisierung der Gruppen vom
Typ 2), dass jeder solche ﬁk-Modul M isomorph ist zu einer
direkten Summe von Moduln der Gestalt MA" 8lso wieder vom
Typ T 1ist, was man Ubrigens auch unmittelbar direkt einsehen
kann.

Fiir die speziellen Gruppen bzw. Moduln der Gestalt %EA bzw.l

My definieren wir eine F-L&nge und eine V-L&nge in fol-

gender Weise:

r
1R = (M) = ,.%1 p; = Anzahl F-Pfeile in A,
. r :
1,8 = L,M) = é& q; = Anzahl V-Pfeile in A,
Pq -Qq.P Y
(AR = F 1U 1F 2L FTY T uie friher). Wir werden spéter

sehen, wie sich diese Gridssen mit Hilfe des Frobeniushomomor-
phismus und der Verschiebung ausdriicken lassen (§7.).

Beispiele: 1In den folgenden Beispielen steht zun&chst der
Modul MA , dann das zugehﬁpige Disgramm und anschliessend-
die zugehiirige p-Gruppe. Dabei ist Xy die additive k-Gruppe,
lonﬁ< die k-Gruppe der Wittschen Vektoren der Lange n, und
fdk bzw. 3”b%ykdie m-fachen Frobeniuskerne. Zur Beschreibung
der k-Gruppen verwenden wir die funktorielle Schreibweise

(R ist immer eine k-Algebra).
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’§3. Gruppeh vom Typ Z

Hier betrachten wir nun die Halbgruppe -'Ze(\l‘,F-'l) und nennen

ein Wort B .zullissig, falls B verschieden von 1, V" und F~
mit n€e IN ist, und nicht periodisch, falls B verschieden von

c" ist fur alle C& % (U,F- ) und n>1.

Ist B v EThayBpby & EBs oin zuldssiges Wort, so

knnen wir B auch durch das fnlgende'Diag.ramm beschreiben:

s s
1= 1B = Zai + ‘Z}bi ist die Wortl&nge und wir denken
Y24 s

uns immer die Punkte des Diagrammes in der angegebenen Weise

durchnummeriert. Entsprechend werden auch die Pfeile des

-

n



Diagrammes nummeriert: der n-te I-;’f‘eil entspricht dem n-ten Buch-
staben des Wortes B8 und ist der. Pfeil zwischen den Punkten mit

den Nummern n-1 und n.

Ist nun B ein zul#ssiges Wort der L&nge 1 = 1(B), n>1 eine

natiirliche Zahl und \-Pi € Gln(k) i=1,2,...,1(B) invertierbare
; L A . .
nxn—Matr;zgn, so erhalten wir einen Dk—-Modul N.= NB,('P, , "_""P?.>

beschrieben durch das folgende Diagramm:

-k v
t-
o Ny
8 .
" K
v Lf’bs Qt-:u\ v

K X
.
k N 1) he*®
*e . kh h5“:\5 ‘:/k
V F

Der unterliegende k-Vektorraum von N ist die direkte Summe der
im Diagramm vorkommenden Exemplaren von k" und die Endomorphismen
Fund V wirken auf der kanonischen Basis der einzelnen kI

\ .

gemdss der Belegung des Diagrammes durch die Matrizen .

Wiederum whhlen wir eine infinitesimale unipotente p-Gruppe mit
Dieudonné~Modul isomorph zu N i

» .t %) B, ( \(,1’ L?Z’ .oy l‘pl) und bezellchnen
lese mi . N '

- %B,(L{A,aoy‘{t).
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Es ist klar, dass man durch geeignete Ab&nderung der Basis
immer erreichen kann, dass alle ‘; ausser einem, etwa 4%, ,
gleich der Einheitsmatrix 1n ~sind.Wir verwenden dafir die

folgenden abkiirzenden Schreibweisen:

N Ng (i 1 1)

B’\e * n,.., n

und analog werden die Bezeichnungen Q;B e und q 5
, . . y

definiert.
Fiir die speziellen Monome der Gestalt B = V3P schreiben

wir dann noch kiirzer

Na,b = NUEF'b ' Cﬂa,b = Cﬁuar'b .

Auf Grund der cbigen Bemerkung wird es im folgenden meistens

genligen, nur die Gruppen der Gestalt CZB @ zu betrachten.
’

Fir die L&nge der p-Gruppe Oy, ,, sowie auch des zugehdiri-
' . - i .

gen Moduls Ng ¢ erhalten wir
!
: S s
l( CAB,W ) = l(NB,lP) = nol(B) = nA(;]:_{ai +1Z='1bi)
R -b1 az a. -b ’ .

B=V F V..V % tpes'ln(k).

Wir definieren wiederum eine F-L&nge und eine y-Lﬁnge fiir
C'JB,&P bzw. N :

B,
. , ' :
lF(OjB,'\p ) = lF(NB,W ) = n-1(B) = n.(f:' b,),
: s
lV(OJB,'-P ) = lv(NB',l,o ) = .“'1U(B) = n:(:,z_ﬂai).

Wir werden sp8ter diese beiden Griissen mit Hilfe des Frobeni-
ushomomorphismus und der Verschiebung ausdriicken; insbesondere

h&ngen sie nur:vom Isomorphietyp der betrachteten Gruppe ab.
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Definition: Eine p-Gruppe O heisst vom Typ Z (¥Zykel"),
wenn Cﬁ isomorph ist zu einer direkten Summe von Gruppen

der Gestalt C%B " mit zul8ssigem B € @ﬁ(U,F—1), Y e GLn(k)
? . .

und nx1.
Analog werden die ak-Moduln vom Typ Z definiert..

(208 9 b b A it et A 4 kst
TR n‘l‘v‘i&ﬁ%‘#lv«w-aﬁvv.;;j.-\;?, PPN

Bemerkung: Das Wort B ist durch den Isomorphietyp der Gruppe
= nic eindeutiq bestimmt: 1Ist z.B. = ,
¢y 0f g v icht eindeutig bestimmt: Ist z.B. B = C"
- = ’ R
so ldsst sich auch in der Gestalt schreiben.
K Do

S Em i O )Y ) oo ang an ¢ > -
NRIEFEGRLS t"“’llﬁi&%gwﬁw(

Auch ein nicht perieodisches B8 1ist nur bis auf zyklische Ver-
tauschung der Buchstaben von B bestimmt. Wie im Anhang ki&nn-

i te man eine Eindeutigkeit dadurch erzwingen, dass man unter

Verwendung einer totalen Anordnung der Wérter B nur solche

: ‘ zuldsst, welche nicht periodisch, zul#ssig und unter allen
zyklisch vertauschten minimal sind. Es wird sp&ter im Zusammen-
hang mit der Cartier-Dualit&t klar werden, wieso wir uns hier

nicht zum vorneherein auf solche WBrter beschrinkt haben.

Die Frage der Unzerlegharkeit der Gruppen Q]B Y werden wir
) I
im folgenden Paragraphen &4 behandeln. Wir k&nnen jedoch hier

S schon feststellen, dass die Gruppen <%B 2 mit A€k = qu(k)
’

=7 und zul#ssigem, nicht;periodischem B sicher unzerlegbar

b4 ,

sind..Etmas‘allgemeiner haben wir folgendes Resultat:

1) mit

Lemma: Ist B = C" ein zuléssiges Wort aus ¥ (v,F”
~>” v. -, nicht periodischem C, so_ist jeder direkte Summand der p-

' \*’“ Gruppe 0(18,\? isomorph zu einer Gruppe der Gestalt C‘;C yo*
E ’ 1

Ist umgekehrt q;c Yy isomorph zu einem direkten Summanden -
?

einer Gruppe Q;B, w S0 ist B' bis auf zyklische Ver-
’
tauschung gleich einer Potenz von C.

%
g

R

Dieses Lemma l&sst sich ohne weiteres aus den allgemeinen

o
Hada

Resultaten des Anhanges ableiten; es folgt jedoch auch un-

mittelbar aus den Ergebnissen der folgenden Paragraphen, so

Nt o

TR ooy

e
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dass wir hier auf einen Beweis verzichten.

: i Defini M 4.
Bemerkung: Bei der De 1n1tiqn des Moduls NB,~(~?,, VR eer @)
haben wir die Matrizen '-?i 3 Gln(k), also invertierbar vor-

ausgesetzt. Verwenden wir beliebige Matrizen Y ie Mn(k),

A so erhalten wir in analoger Weise einen Sk-Modul, welcher

; jedoch im allgemeinen nicht mehr vom Typ Z ist.

R
. PRRtpn

Beispiele (vgl.'die Bemerkungen zu den Beispielen am Ende des

Paragraphen 2):

B

) . OR) = ' Tq)/ T ﬁr/.: rg=0 }

NVF-jﬁ : FUU U Vo

Bei diesert k-Gruppen handelt es sich um Erweiterungen

: LU mit oXk und ‘zwar reprédsentieren die k-
’ Gruppen Gb‘ VA P;o(k und Pc(: alle Erwei.terqngs-

€ 3 s
; . gruppen von X mit .o, , wobei O‘;',\ ung . Gy
’; genau dann isomorph sind, wenn AnA e ¥ Pt gilt
ﬁ ' (vgl. §&4.). '
{1
g N e

: Na,b = NUaF-b e ({]C bqw\,k '-

| Fl l,v
PR O(R) = [(r 1 TqreerT )/ P =I‘E: = -rg_,]:D,
[ ] L] . b

R e S :
AR T S S g G v e
.
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- Satz: a) Ist| k algebraisch abgeschlossen, so gibt es genau ko= h
A— .

/// : ’S,‘/g/&/
§k. Unzerlegbare Grgﬁben vom Typ Z . 2( qu

7
»"
/

Es stellt sich mun die Frage, welche der p-Gruppen (ga p vom
un48rléébar sind, wobei wir uns auf zu13551ge, nlcht-

Typ Z
periodische B beschrénken kdnnen.

P e
wif betrachten hierzu die Ringe

-1 |
R, = k[Tt,Tt] , teN | t>0

wobei die Unbestimmte Tt folgender Vertauschungsrelation

geniigt: t
T oA = AP.T AEk.

Ein - Rt—Modul L endlicher L&nge ist also ein endlichdimensio-
naler k-Vektorraum L zusammen mit einem semilineagen*ﬂutomur-

phismus T = T :L—=L mit T(AV) = ez,
Insbesondere definiert jede invertierbare Matrix o € Gln(k)
einen Rt—Mudul Ly ¢ der unterliegende Vektorraum ist der
k" und T wirkt auf der kanonischen Basis wie o .

_"M"\
. A
Nach dem (Anhang Abschnltt—ﬁ/, ist der Dk—MDdul NB,LP genau

p————_Tl L8

dann unzerleqbar,'uenn der Rt—MDdUl LW unzerlegbar ist |

t = 1(B). Genauer liefert jede Zerlegung von Ly eine Zerle-

gung von

NB,?J

einen einfachen Ry-Modul fir jedes teWN, t>0, namlich L.,

und jeder R, -Modul endlicher L&nge ist halbeinfach.

b) Die Isomorphietypen von Rt-MDduln der L8nge n werden
klassifiziert durch H (T, Gl (F#)) mit AT =Gal(K/k) und
induzierter Operation von TU auf 1ﬁ; . Speziell sind die Iso-
morphieklassen der Moduln der L&nge 1 gegeben durch die L.a,
falls Qe k¥ ein vailsténdiggs Reprdsentantensystem mod k*P -

durchléuft.
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e
N

ggégig; Bekanntlich ist in R, fur t>0 jedes Linksideal und
jedes Rechtsideal ein Hauptigeal (es gibt einen "linken" und einen
"rechten” Euklidschen Algogithmus).'

- a) Ist k- algebraisch abgeschlossen, so ist jedes maximale Links-

.:.Av‘..'j_qeal‘_._von der Gestalt R (T, -A) mit Aek und die R, -Moduln

lifgsﬁ Rt/Rt(Tf-)) sind alle untereinander isomorph : das Rechts-

- em——

. . * .
multiplizieren mit }4e|< liefert einen Isomorphismus Lk-:;l_%#bﬁ
€5 genligt daher noch zu zeigen, dass jede Erweiterung von der
f Eestalf q

0 —>L, =»M-3aL, —»0

1 1

. e e

;ﬁéltét; Sei hierzu e = i(1) das Bild der kanonischen Basis von
La.

“unter i und mE€M. ein Urbild der kanonischen Basis von L
unter g. Dann gilt Ttm =m +¢e fUr ein ¢€k; ist ‘9 = 0, so

1
ist km ein Untermodul von M und die Erweiterung spaltet. FUr

'g Z 0 setzen wir m' =m +pe, wobei M der Gleichung
+ .

¥P~- X + § = 0 genlgt und erhalten damit Ttm' =m', wie eine

‘einfache Rechnung zeigt, und damit die Behauptung.
" _b) Diese.Behauptung ergibt sich mit den Gblichen Methoden der
’f'BéloiSCDhnmologie.aus der Tatsache, dass der Endomorphismen-

"‘.ring.des R -Moduls L. gleich Foe st

_ —

- :Folgerung: Ist k = k _algebraisch abgeschlossen, so ist jede

fj“ﬁnzer}gggare p-Gruppe vom Typ Z isomorph zu einer Gruppe CﬂE
., mit zul&ssigem nicht periodischem B& ZE(V,F"]).
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i ' §5., Struktursatz ﬁx . =

§ . ‘/

% ''Der Beweis des fnlgenden Struktursatzéé wird im Anhang gegeben,

,% ~~und zwar in der Formulierung flr M%‘uln. ' | )iJv \\3
/
‘Struktursati' Jede unipotente infinitesimale p-Gruppe ist eine

-:direkte Summe von unzerlegbaren Gruppen vom Typ T und vom Typ Z. \
, Jeder 3k-Modul endlicher L&nge ist eine direkte {ﬁk ‘

i Summe von Moduln vom Typ T und vom Typ Z. . éd

; PG

/ | W \

%g Bemerkung: Die Eindeutigkeit der Zerlegung folgt aus dem bekannten ér’

g Satz von Krull-Remak-Schmidt zusammen mit der Tatsache, dass der

g Endomorphismenring eines un;erlegbaren Objektes endlicher Lange

i% immer ein lokaler Ring ist. Wir werden uns in §490 noch eingehend

i mit den Endomorphismenringen der unzerlegbaren Gruppen vom Typ T

% und Z beschaftigen.

% Zusammen mit den Resultaten der vorangehenden Paragraphen erhalten

é wir noch folgenden Zusatz: o .

L T B

% 7‘1 ff Zusatz: a) Jede k-Gruppe vom Typ T ist bereits liber T definiert, \

f§ .o / und zwei solche Gruppen sind gensu dann k-isomorph, wenn sie schon

% /' . Uber 'W% isomorph sind. Jz,J

& L\\‘ b) Ist BE€E SE(U,F"1) zul8ssig von der L#nge 1 = 1(B)

‘§' hggg n gine positive natiirliche Zahl, so werden die Isomorphie-

E% klassen der p-Gruppen QJB,W mit e Bl (k) durch die Menge

1 — — —
BT, BL (e ) mit T = Gal(k/k) beschrieben. Fiir algebra-
" isch abgeschlossene Kirper k haben wir einen Isomorphismus

in diesem Falle ist jede Gruppe vom Typ Z bereits

~ DN
g,p = Ng
Gber - definiert.
L — P —_———
Z'Bemerkung: Ist (5 = Q;B eine Gruppe vom Typ Z mit B = Cm, so
ist im algebraisch abgeschlossenen Falle Q\ isomorph zu (%Cm .
n [ Dies 9ilt auch noch fUr diejenigen Kérper %, welche ﬁi@ ent-

| halten, 1 = 1(C).
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§6. Basiswechsel, Frobeniushomomorphismus und Verschiebung

Ist. o : k —k! eine Kurpereruelterung mit perfektem k', so
entspricht dem 8651swechsel Q}‘ kQQ] bei den p- Gruppen ein
Funktor M \——»M = k'® M von den Dk-Moduln in die Dk,-MucIuln:
Der unterliegende k'-Vektorraum von M® st k'® M und die bei-
den k'-semilinearen Endomorphismen F und V von M( @) sind

_durch ' -1
FOAxem) = APFm) , vodem - = MP um

eindeutig festgelegt.

Q

@) |
=7 : k—k setzen wir M® = P, g = fg(P)
mCP")

Fiir

) n
~und QJ(P ) definiert fir alle

ne Z . Ist z.B. 0 (iber H'P» definiert, so gilt in kanonischer

und entsprechend ist

Weise Cj(pn) =0 .

Der Frobeniushomomorphismus

3'01 : Cﬂ -—*GJ(P) und die Verschiebung
U‘i!: Q;(P)—#Cg' bei den p-Bruppen lassen sich a‘uf‘ der Seite der
ﬁk-Moduln sehr einfach verstehen: Die beiden semilinearen Endo- -

. A .
m_arphismen FM und VM induzieren in hekannt_er Weise D, -Modul-

k
homomorphismen /‘
W e EN= [
: : J\»\Q '
UM : M M) A

Der Frobeniuskern 0] = Ker % und die griéisste Untergruppe
»9< Q , welche von der Verschiebung annuliert wird, fihren
‘zu folgenden Definitionen: '

M

| g CukeriM =“M/§(M(p)) = M/F(M)-
‘und M l

4
oM = Coker U” = momP Yy o oM

'}M ist der griisste Quotient von M, welcher von F annuliert

wird und entsprechendes gilt fir UM'
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Es Oilt also in kanonischer Weise

e

T = map ™
Jie M(EOA) = f‘;M(q) und M‘(UGA) = DM(C}), ;
L MGOD = MO und GO = MO

Dierg o, . ' o
Man vergleiche hierzu (GA] II,§7,n"1, 1IV;§3,n°4, sowie V,§1,n 4.

g

Wir wollen nun alle diese Konstruktionen im Falle der speziellen:
Gruppen bzu. Moduln ‘R, bzw. My vom Typ T und  Ofg (¢ .., @)

- l = 1(B . & G1_(k) ndher
bzw. Ng (g e ,..,4,) LOTVEZ, (B), & € B1_(k),

beschreiben: ‘ _
Fiir einen Basiswechsel o : k —sk' gilt in kanonischer Weise
&r) _ ) _ g
¥no. = f}&n,kv. DB, e, .., Do, e ,.. e
(tr) _ (%) -
Mk = Make N, (e,,%,..,%) N, ,..,e)
mit &' = o (%) = Bild von ¥, in G1_(k'). Insbesondere
LAl 1 . .

e__rth__ghlt en wir

(p™ (g™ o

A E,(LPA,oo,l‘Pt) ,.',i)

und ‘entsprechend fiir die Moduln.

Die k-linearen Homomorphismen

vng T, —_— T o — e
f, * M M2 B, B "B, (e
DHA. : MA —_— MA , O'NB : NB,(LP-,@) _"NB-,(LP;)

uurken auf .
b ® der kanonischen Basis von Ma '8, () (bzw B (,?td))
Q?‘E'nal%.'lfl_le Fund V. Hieraus geht hervor, dass man die Restklassen-
Moduln _
oduln 3 MA und
der Weise erhilt :

und N

NB,(\P;) (bzw. DMA und NB (¢ )) in folgen-
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Im Diagramm dieser Moduln werden sd@mtliche Endpuhkte von F-Pfeilen

(bzw. V-Pfeilen) mit allen ankommenden und wegzeigenden Pfeilen

weggelassen.
Dies ist nattirlich auch die Beschre1bung des Frobeniuskernes (bzw.

i3 o des Kernes der Verschiebung) im Falle der p-Gruppen ﬁCA und

Of g, (e

Diese Moduln (oder Gruppen) zerfallen daher in eine direkte Summe

van Moduln (oder Gruppen) vom Typ T, in deren Dlagramme nur noch
V-Pfeile (bzw. F-Pfeile) vorkommen. Man vergleiche hierzu die
Klassifikation der kommutativen algebraischen k-Gruppen, welche
vom Frobeniushomomorphismus bzw. der Verschiebung annuliert wer-
den; ‘[GA] 11,87,n° und 1IV,§3,n%

§7. Charakterisierung der Gruppen vom Typ Z

R

IR T
K abansl " o

Aus der Beschreibung der Untergruppén-;gﬁ'und IJR. einer p-Gruppe
. R = W, vomTyp T, A= Fp1v-q1Fp2... FPry™%, im vorangehenden
Abschnitt erhalten wir fiir die L#ngen ‘dieser Gruppen folgende .
. 'Beziehungen: |

. r "
R = 1) - 2 = Zg 1= L)+
r r :
l(vﬁﬁn) = l(gﬁA) - éé‘ql = 5& p; +1 = lF(aﬁﬂ) + 1
Eb V- 2 ae s - ’ s
ensq ergibt :1ch fir die Gruppe O = O B,y Mt ¥ e Gl (k)
und B = V1T 1V82... VasF‘bs .
Cnees s
-—- -.;;..... 1(qu "P = n '_Z bi = - 1F( (ﬂa,;‘f )-

Die gleichen Formeln gelten natiirlich auch fiir die spezielleh Moduln
M .
A und NB,Q .
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Ebensoleicht erhd@lt man folgende Beziehungen fliir diese Gruppen

() = WImF) , 1,00 = 1(ImYy)

1

welche wir nun zur Definition der F-L&nge und V-L#nge Fuf be-

liebige p-Gruppen benutzen:

 pefinition: Fiir eine p-Gruppe Cﬁ ist die F-L&nge lF und die

V=L&nge 1, definiert durch

() = 1(Im:{-’j) und  1,(¢) = 1(Im U‘?;)'

Ebenso wird die F-L&nge und die V-L&nge von Sk-Moduln endlicher

L&nge definiert.

Satz: Fiir eine unipotente infinitesimale p-Gruppe Cﬂ sind

folgende Aussagen #guivalent:

(i) 0 ist vom Typ Z;

(11) Im g 2% ,,0f

(1i)" -Im Oq =% 30

(111) 1(50) + 1,0 = 1(¢));
(1v)  1.00) = 1(,01);

(1v)' 1,00 = 1(cq);

Bemerkung: Ist Q& eine beliebige p~Gruppe, so sind die Aussagen
(1),(i1) und (ii)' nach wie vor Hguivalent. Die Bedingung (iii)
.charakterisiert diejenigen p-Gruppen, welche keinen direkten Sum-
manden vom Typ T besitzen. Etwas allgemeiner gilt folgendes:

Fir_jede p-Gruppe 0 ist (30 + 1(p0) -'1(¢) gleich

der Anzahl Faktoren vom Typ T in einer direkten Summenzerlegung

von O in unzerlegbare p-Gruppen. Ist Of zudem unipotent und

??finitesimal, so_ist diese Anzahl auch gleich 1,000 = 100 =
.—.1(301)-1\!(0“). '
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arBew91s. Nach dem folgenden Lemma sind die Aussagen (i), (ii) und

—(ii)" dquivalent. Zudem haben wir nach Definition die Implikationen

(i) =>(v) und (11)'=(iv)', und offensichtlich folgt aus (1v)

i"lt.lnd (1v)' auch die Behauptung (111) Da fir eine p-Gruppe vom

— g

F1yp T die Beziehung 1(30]) + 1(,0)) > 1(e{) gilt, folgt mit dem
. struktursatz auch die Implikation (iii) =(i).

(foniz
. Lemma: Fiir_einen Dk-MDdul endlicher Lange M  sind folgende
,i, S————

Aussagen aqu1valent.

-
i

o (1) M ist vom Typ

N

ai (11)" Coim 3, % M

s » , » ~ ~
(ii) Coim Ch > 3M

Beweis: &) Ist M einer der speziellen Moduln My vom Typ T

- —— — o —

-..oder N vom Typ Z, so 1dsst sich nach §6 Coim ?M

) (bzw. Coim U&) legendermassen beschr91ben Im Diagramm von M
- qérden alle Punkte weggelassen, bei denen kein F-Pfeil (bzw.
%:akein V-Pfeil) wegzeigt. Im Falle eines Moduls vem Typ Z sind
das aber genau die Endpunkte von V-Pfeilen (bzw. F-Pfeilen),

_und wir erhalten daher in diesem Falle Coim ?M '—V*UM

”**(bzw Cnlm L) —->r-M), womit die Implikationen (i) => (ii)

rund. (1) ~>(11)' bewiesen sind.

b) " Ist M =M, ein Modul vom Typ T, so erhalten wir

A
mit den Beziehungen zu Anfang dieses Abschnittes:
h}i: o . (rud . ' L .
1(Coim JM) = 1(Im AM) = lF(M) = l(zJM) -1
Mo T e '
. 1(Coim ) = 1(Im D) = 1,(M) = 1( M) - 1

. WOTaus mit Hilfe des Struktursatzes §5 die Implikationen
(11) = (i) .und (ii)' =>(i) folgen.

1“4
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§8. Cartier-Dualitét

Ist O] eine endliche kommutative k-Gruppe, so ist die Cartier-

duale Gruppe to], definiert durch

tC}s = %om (O %

([6A111,§1,2.10). Die Ubertragung dieser Dualit#t auf die Dieu-

donné-Moduln fithrt zu folgender Definition des dualen Moduls ‘tM

Zu einem Bk-Modul M endlicher L&nge : Der unterliegende k-Vektor-

reum ist  Hom (M,k) und die Endomorphismen F und V sind defi-

niert durch

FC )(m) o (V(m))P

=1
o (F(m))P

v(d )(m)

]

fir ~ €& Hnmk(M,k) und m€M, Eine kleine Rechnung zeigt, dass die
so definierten Abbildungen F(o ) und V(X ) : M —k  k-linear
sind und dass die Vertauschungsregeln F(Alr ) = )\P F(X) und
V(da ) = /1_151\/(0() , A€k, gelten. .

Fiir eine unipotente infinitesimale p-Gruppe Cﬁ gilt danmn in

kanonischer Weise

M(tq y = tM(CZ).

A
Ist ¥: M—-N - ein D _-Modulhomomarphismus, so ist die duale
Rbbildung tw : t
einen funktoriellen Isomorphismus

t(tM) o~

. A : .
M —"N wieder Dk—linear, und wir erhalten

M.

Wir wollen nun die Cartier-Dualit8t im Falle der Gruppen 3

A
vom TVD T und QIB}(W1,...,U¢) vom T¥E Z explizit beschreiben,

-

t=UB), ¥ €61 (k).

ISF A ein uWort éus der Halbgruppe ¥ (F,U'1) (bzw. B ein
2uléssiges Wort aus .Qf(V,F°1) ), so erhdlt man durch Vertauschen
der Buchstaben F und V-1 (bzw. V und F-1) ein neues Wort
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53,

aus,.;qe(?,qu) - (bzw. ein zul#ssiges Wort aus Q{.(V,F-q) ), wel-
ches wir mit ®a  (bzu. tB) bezeichnen. Es gilt dann in kanoni-

scher Weise._

t t
Srume ®o = Ry My = My
Cred
. ur r t . =
wir & %B,('{,,...,W") ’ OAtBy(&ﬂ 7'-!twe>

‘\1: o NB’({'P"...,‘?&)

N
tB, (th4 goece ’t‘?t)

#&}'das'Diagramm bedeutet dies folgendes: S&mtliche vorkommenden

Pfeile werden umgedreht und komplement&r bezeichnet, wobei beim

T&ﬁ'z'gleichzeitig die Matrizen ‘#L durch ihre Trahspunierten er-

setzt werden.

Aﬁé letztes notieren wir noch folgendes:

b 1D t? vertauscht mit (perfektem) Basiswechsel

2) t;—q = O th und t OOA = [ th 3 insbesaﬁdere
) gilt _
‘573 t(?OI]) = Cﬂkg;‘ OtOl I_J_z_g, t(—;M) = Ifel' U'-ﬁ
‘Z!J. s X t( _ K ' f;([;‘)l h t ‘ ~(")
- o) = Coker tq ZW. (aﬂ) = HKer AtM»
EQT .7

" 3) Der Typ (T.oder Z) &ndert sich beim Dualisieren nicht.

B o b)) 1,_.(%3) = 1,(¢) und lv..(t‘:i) =W1F<c.,j>.

Alle"diese Behauptungen ergeben sich unmittelbar aus den Definitionen.

2NN T TET R SN AL Y VT A ST v T e e
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§9. Sockel und Deckel

Bis auf Isomorphie ist der Frobeniuskern p X\ der additiven k-

Gruppe «, die einzige einfache infinitesimale unipotente p-Grup-

pe; im Falle aller p-Gruppen kommen noch die k-Formen von (Z/pzﬂk

und P/uk dazu.
wir definieren nun den Sockel ¥ (C{)c ¢ einer p-Gruppe

als die g(rt’:'éste halbeinfache Untergruppe von Q,] und den Deckel

, 01 —= D (Gy) als den grdssten halbeinfachen Quotienten von C;‘ -
Die L&nge von ¥(C{) bzw. D (0)) bezeichnen wir mit 7 (0))
bzw. 5(%1\). |

2 - Fir einen D, -Modul M definieren wir ebenfalls den Sockel

Y(M) C M bzw. den Deckel M —=D (M) als den griissten halb-

einfachen Untermodul bzw. den grissten halbeinfachen Quotienbsen

van M; fiir die L8ngen setzen wir wiederum o (M) tbhzw. J&(M).

Ist Of infinitesimal unc unipotent, so erhalten wir also in

kanonischer Weise
M(E?(C;l)) = D MG, M(D(Q])) = @MY
sowie oo = dmeo deop = amee).
~ C : ~ - &
Zudem ist - :S’(OA)—e- pol :(QD und D (O,[ ) — pO( k(oj), und ent-
; (M ~ &M :
sprechend ¥(M) X% k - ) und DM =k ( ); insbesondere

s 3 A ’
ist G&(M) die minimale Erzeugendenanzahl von M als D, -Modul.

Es ist leicht zu sehen;y dass die beiden Funktoren ¥ und D

mit perfektem Basiswechsel vertauschen, wenn wir uns auf die uni-

A
potenten infinitesimalen p-Gruppen bzw. die Dk-—Moduln beschrénken.

“Im Fall i | |
e der speziellen Moduln M, vom Typ T bzu. Ne (e, .., %)

vom Typ Z lassen sich die Gréssen (M) und &(M) aus dem
Diagramm ablesen: 6 ist die Anzahl der gemeinsamen Spitzen
von V- und F-Pfeilen ( ——s.~€—Y— ) und & ist die Anzahl
der gemeinsamen Anfangspunkte von V- und F-Pfeilen ('GF—--LA),

wobei im Fal1 : _ . .
e NB,(‘P‘ ey 8) mit Y € Eln(k) jeder. Punkt mit

der Vielfachheit n zu zédhlen ist,



pie Behauptungen des folgenden Lemmas ergeben sich unmittelbar

aus den Definitionen:

Lemma: Sei O} eine p-Gruppe. Dann gilt:

W wp 2Dl uwa pgd 2¥Eg)  in

kanonischer Weise; insbesondere ist G'CtO{l) = 5(03)
und 3P0y = o (o).
(ii) £§c O vom Typ Z, so ist™ G (Q)) = S(OJ).

(iii) Ist Of unipotent und infinitesimal, so ist
|'5(QD - G‘(Oj)‘ < Anzahl der unzerlepbaren Faktoren
vom Typ T in einer direkten Summenzerlegung von Cg

" in unzerlegbare Faktoren.

Die gleichen Behauptungen gelten natlirlich auch Fiir.Dk-Mnduln M

endlicher L&nge.

Wir untersuchen nun das Verhalten der Gridssen o, g y 1

F und 1
bei exakten Seguenzen, speziell fiir den Fall, wo der Kern oder der

Cokern die Léhge 1 hat. Wiederum formulieren wir die Behauptungen
nur fiir p-Gruppen und Uberlassen die Ubertragung auf Gk-Mnduln dem
Leser.

Satz: a) Sei G—-z—po( —_— q —>q —>0 keine exakte Seguenz von
p-Gruppen. Dann gilt:

(1) S ¢ 8o €4y + 1 mit I = &G

genau dann, wenn die Folge spaltet. .

(11) o (CN=-1 € 5(o) < 7 (T+1

(1i1)  Ist ¢ wvom Typ Z, so folgt 1.€O[) = 1(T) +
und  1,0G) = 1,(C + 1 ' :

Y}

) + 1

1
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b) Sei 0-—>0' —Q —>,« —> D eine exakte Seguenz von

- p-Gruppen. Dann gilt:
(i) g(c.l‘)g f.r((_'l)srf(q‘)'q-'l mit (0] = O‘(C;]‘) + 1
Agenau dann, wenn die Folge spaltet.

(1) (YD - 1€ (O < S + 1.

(1ii) Ist Of vom Typ 2, so folgt 1.(0) = 1.(g) + 1
und lV(Oj) = 1\!(('3') + 1.

Beweis: Wir kdnnen chne Einschrénkung O] und Q“ infinitesimal

"~ und unipotent voraussetzen und folglich k algebraisch abgeschlossen

.gannehmen. Die einander entsprechenden Aussagen von a) und b) sind

‘
B
:
b
b

" .dual zueinander, und es geniigt daher, je eine davon zu beweisen.
_ Aus b) erhalten wir die exakte Sequenz B —¥(4') —>¥ () —=uo
~und damit die Behauptung (i). '

ot kAT ds

; Aus der Sequenz a) D_>P°‘ — i?g —= 0 erhalten wir die.exakte
. Seguenz 0 = -0 —Y(g)—>0 mit - 5:‘ = ‘54-(«‘3(3:.]))C q . 4
Spaltet diese Folge, so ergibt sich () = o (§) = o (g)+1;
I andernfalls enth&lt Of einen unzerlegbaren direkten Summanden |
. der Ldnge > 2. Es gilt dann Ker ¥ ¢ 0, und wir erhalten eine

A-,‘:.y'.exakte Sequenz 0 —o —(, ———>qu—->|] mit 1<sg6(). We-

‘. gen der Unzerlegbarkeit von 031 folgt aus dem vorangehenden Lemma
(iii) die Absch&tzung s< 2. Nach Konstruktion ist q = 9, @Po(r-
mit r+s = 9’(5(1), und daher

0(01? = 0;(871) = r+1 = o (0f) -(s-1),

ZWomit wegen s<2 die Behauptung (ii) bewiesen ist.

Ist ¢ vom Typ Z, so gilt nach Definition PGy € Im ';Dj und
> ) € Im Dq (man vergleiche die Beschreibung von Sockel und
S-‘Ckel fir die speziellen Gruppen qB @ 2uU Beginn dieses Ab-
Chnittes). wir erhalten daher aus der’Sequenz a) (mit Of vom

Ivp 7) dig beiden. exakten Sequenzen

0 > o \Imgql—>Im§C71—>n

D ——>P°{- ~— > Im D@A——»Im UE.——?’D

] ’
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4 goreus mit  1.(0) = MImF) und  1,(¢) = WImdg)  (nach
i pefinition §7) die Behauptung (iii) folgt.

.Wir ziehen noch eine Folgerung aus diesem Satz, welche wir im

7“‘Hapitel II benutzen werden.

“ Folgerung: . Ist 0 — —0 =& e =0 eine exakte
Sequenz von p-Gruppen, O und 4 vom Typ Z, so gilt:

I i) |y - Sal ¢, oG - o) <

LR

ARYNEE 2y

R

§10. Endomorphismenringe

N

Ist (] eine p-Gruppe bzw. M ein Dk—Modul endlicher L3#nge, so
bezeichnen wir mit Zq; bzw. EM den Endomurphlmenring

Bl
e
%)
3
le§
i
o -

. L Y= e b %y = Engs At

. tbﬁ und damit auch EO) ldsst sich in den Matrizenring Ml(k) y
. Py .

1= 1(M), oder = 1(G{), einbetten und kann als algebraischer

; k-Ring aufgefasst werden (vgl. z.B..[3]).

Der Fu;gende Satz liefert einige Strukturaussagen fiir den Endo-
morphismenri_EJ dabei beschr&nken wir uns bei der Formulierung
auf den Fall der p-Gruppen und uherlassen dem Leser dle Ubertra-
xQUnQ der’ Resultate auf den Fall der Dk-Moduln.
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Satz: Ist k algebraisch abgeschlossen und OJ eine unzérleg___

bare infinitesimale unipotente p-Gruppe, so erhalten wir fiir den

Endamurphlsmenrl_g EC} von 0‘ folgende Strukturaussagen:

(1) Ec ist ein lokaler Ring mit nllpctentem Maximalideal m
und zwar gilt W'=0 fur n: 1(01).

(ii) Der Restklassenring Eo/ ¥ ist ein kommutativer Kérper:
ing 9

ty/m

k falls O] vom Typ T

Fpe, falls € vom Typ Z, 1= 1(¢))

Zudem besitzt die kanonische Projektion  pr: tol ——7—‘&0‘!/3’3‘[

einen 5chnitt, welcher ein Ringhomomorphismus ist.

«

(111) Ist 1(0) > 1, so ist das Zentrum von ¥¢. gleich 'i\'-‘s .

(iv) Ql_besitzt geine unter %—Q; stabile Kompositionsreihe
= U2 Yp 2 9y -2y 420 =0 mit

'm.Oh_C_ Oli+’l ; insbesondere l#sst sich EC;! in den Ring

TlC Ml(k) der unteren Dreiecksmatrizen einbetten.

'Ql_elgg_i__s_.: Wir beweisen den Satz in der entsprechenden Formulierung

fiir einen unzerlegbaren Bk-Modul M anstelle der unipotenten
infinitesimalen p-Gruppe O} .

'a) Die Behauptung (i) gilt ganz allgemein fiur den Endumorphlsmen-
ring eines unzerlegbaren Moduls endlicher Lange (vgl. [BA8] §2,
~ Exercice 3, Seite 27): es gibt eine Kompositionsreihe

= > =
M= Mg 2 My M2 oMy g0 My =0

i+
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b) Ist M = MA unzerlegbar vom Typ T, so erhalten
wir einen Ringhomomorphismus ¢ : k — EH folgendermassen:
L(A) wirkt auf das i-te Exemplar von k in MA durch Multi-
plizieren mit }‘P., dh. bezlglich der kanonischen Basis von M,

hat L(A) die Gestalt

(0
| . 0 ’..X.)C-‘!

(vgl. §2.). Nach dem folgenden Lemma gibt es einen unter EM
stabilen Untermodul M' = ke mit e = ey aus der kanonischen

Basis von MA' Wir erhalten daher einen Ringhomomorphismus

i
. CMYY — s = P . .
R ¢ EM —_— Endb\k(M ) = k- mit Qut= 7" ¢ ist daher
sur jektiv, besitzt einen Schnitt und E“/m >k, womit die

eine H&8lfte der Behauptung (ii) bewiesen ist.

c) Im Falle M =“NEl unzerlegbar vom Typ- Z ° finden

wir eine Einbettung L: ¥¢ — ¥ wie oben gegeben durch

A L i’
) Ay o0 -
L(X 4 - e-4 ’ ]. = l ,

beziiglich der kanonischen Basis von NB' Wie unter b) folgt
auch hier unter Verwendung des nachfolgenden Lemmas, dass

EH / W  sich in k einbetten ldsst und daher ein kommhta; '
tiver Korper ist, und wir werden unter e) zeigen, dass die
Komposition 'Ti:Pz . Enﬁi’tn/m ein Isomorphismus ist.

Da En/m ein algebraischer Ring ist, ist En/ W ent-
‘weder ein endlicher Kdrper oder isomorph zu k - (vgl. [3] )

. d) IJJiI‘AbEhJEiSBI'I nun (iv) durch Induktion und haben
hierzu foplgendes zu zeigen: Ist ¥: M——=M ein unter ‘£H
1£varianter Restklassenmodul von der L&nge > 1 und ist

B \ y in E.F’
SO gibt es in M. einen unter ¥ stabilen eindimensionalen
Untermodul. Sei hierfiir NC ‘f(ﬁ) der grisste Untermodul des
Sockels, welcher vom Bild des Maximalideals NL  von EH in

Eﬁ annuliert wird. Dann faktorisiert die Abbildung

P tﬁ- das Bild des Endomorphismenringes e

th —_— Endﬁk(Nj = %N Gber den kommutativen Restklassen-
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4

2 = i halt i Einbettun
kgrper . k_ 8,/ WL und wir erhalten eine Einbe g

kK C—> E“Q$M5(k) mit s = 1(N). Da alle vorkommenden Ringe
0
. upd Homomorphismen algebraisch sind, l@sst sich diese Einbettung

diagonalisieren, womit (iv) bewiesen ist.

e) Wir wollen nun noch den fehlenden Teil des Beweises
von (ii) beenden. Sei hierzu wieder M = NB unzerlegbar vom

Typ Z. Nach d) gibt es dann eine k-Uekturraumbasis {FD’F1""fl—1i

von~ M, bezlglich welcher die Endomorphismen aus .EM durch

Dreiecksmatrizen dargestellt werden:
g, > Ty = {3y dem (o | 3 =0 fur 1< 3

Ist nun die Komposition *g'ft%'fH L B/ o= k, nicht

sur jektiv, so gibt es ein Element o € EM derart, dass

pr(d ) = & & ?Ft , aber o algebraisch lber "ii-'f,e ist. Die
Potenzen <xPs haben die gleiche Eigenschaft und sind fir ge-
niigend grosses s Diagonalmatrizen. Hieraus folgt, dass L(:ﬁ&)
aus Diagonalmatrizen besteht, aber echt in EHr\zit erfhalten

ist ( 4, = Diagonalmatrizen in M,;(k) ). Da die Darstellungen

von ¥#.¢ auf den ke, (Ei aus der kanonischen Basis von MA)

P .
L
gegeben durch A —s> AP 2 ¢ Endéxk(kei) fur i=0,1,..,1-1

paarweise nicht isomorph sind, handelt es sich bei der obigen

Basis [f_,f f,_4f bis auf Reihenfolge und skalare Viel-

TERY
fache um die kanonische Basis von MA' Es ist nun aber leicht
zu sehen, dass eine bezliglich der kanonischen Basis diaganale
Matrix o« genau dann einen )
Wern 4 €l (%) gilt.

k-Mcdulendcmorphismus induziert,

f) Um (iii) zu beweisen, denken wir uns wieder den

Endomorphismenring EH in die Dreiecksmatrizen eingebettet:

‘EH T, k)< Mi(k). Ist nun o € Zent ‘E,H , S0 vertauscht o
mit allen Diagonalmatri;en in EH und daher auch mit der von
diesen Matrizen erzeugten k-Unteralgebra von M,(k), welche

aus allen Diagaonalmatrizen besteht (beachte die Definitiaon
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- wvon L k bzw. ?Fc, —> ¢\ ). Das Zentrum von EH muss daher
qus Diagonalmatrizen bestehen. Ist zudem ¥, oder U

M. M
nicht trivial (dh. 1(M) > 1), so erh8lt man aus
TyerCd) = cOMET,  bawe LAl = Ty el

unmittelbar A = AP fur ein Zentrumselement (A ) und damit

- die Behauptung.

© Lemma: Ist k algéhraisch abgeschlossen, M = My bzuw. = Ng

ein unzerlegbarer _Bk—Mndul vom Typ T bzw. Z, so gibt es ein

‘Element e aus der kanonischen Basis von M derart, dass

ke ein unter EH invarianter Untermodul von M ist.

WelLs p vom Typ T;
der Fall M = NB ergibt sich genau gleich (man verwendet am
.Schluss die Tatsache, dass B nicht periodisch ist).

Sei ® = ;-Eu’e'l""’el-’lg d_ie kanonische Basis von M und

e € ®n Y(M) ein Basiselement aus dem Sockel:'von M. Zu e

-*,,I" gehirt eine Zerlegung AR = A'~Ae des Wortes A, welche

g dem Aufschneiden des Diagrammes von A bei e entspricht.

In ’J(’,(F,U-1) betrachten wir nun die lexikegraphische Anord-
, - - o v o
nung: A = FRAYTHEPayTOL > s o FPUyTSpPaytO

genau dann, wenn (pq,~=04sPgs=0g, -«+) 2 (PY,-0},Pd,~0d,...)
- gilt ‘in der iiblichen lexikographischen Anordnung. Sei nun
2€RB n ©(M) wie oben und ¥ & €, ein Endomorphismus von M.
Besitzt nun @ (e) eine von Null verschiedene _Hompuﬁente in
kB' , e'e B} , so gilt e € Y und AE< AE, : 5d hierzu

-~

: - b oeg! _
: fe=Fp'Vq‘--.,bAe,=Fp“\/q‘... und e=Fp4(e1);wére nun
1531 < P4r S0 hdtte Y(e) = FP1 ¥(e,)) keine Komponente in ke'.
Im Falle Py = P4 hat aber ? (e,‘) eine nicht triviale Kompo-
ante in ke!] mit ej‘ e & gegeben durch Fp'i'ef] = e'. Wegen

®,Y = 0 folgt daher Yo+ LP(E,]) = 0 und folglich
21 2 94 dh. —915 —ql\. Durch Induktion Folgt hieraus
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sofort die Beziebung (pq,—q1,...) < (pa,-qa,...), also Aes Ae"

e€ @n Y(M) alle verschieden sind, gibt es

o - Nach obigen Uberlegungen kann
0
LP(eo) fir jeden Endomorphismus Y e %}1 nur in keD

Da die Ae flr
. unter ihnen ein grdsstes: A

dann
" von Null verschiedene Komponenten haben, dh. ke = ist stabil

unter allen Endomorphismen von M.

Bemerkung: Im Falle eines beliebigen perfekten Grundkdrpers k
kann man noch folgendes zeigen:
L

(D) Der Satz gilt nach wie vor fiir p-Gruppen der Gestalt C&B p
48,
B und )€ Kk*, sowie fir

mit zul8ssigem nicht periodischen
alle unzerlegbaren p-Gruppen vom Typ T.
2) FUr eine p-Gruppe (f = mit zul#ssigem und nicht

p PP ) Y| 8, g

periodischem B und W& Gln(k)
(i) und (iii), (i) sogar mit 1 = 1(B). Wie im Beweis des Satzes

gelten immer noch die Aussagen

75,
oo
g
¥
it
53
Pa
S
o
v )
S50
24
g
2
o
o
E ; A
£
s
5
o
9,

erhalten wir auch hier eine Einbettung

L ¢ Endg (Ly) C——»tcj , 1= 1(B)°

und die Komposition prel : EndR (Ly) —aﬂgq/nt ist surjektiv.
1 ;
*Dabei ist V'Ende(LQ) eine endlichdimensionale lokale Algebra

tber 'ﬂﬁ@ und l#sst sich in Mn(iﬁ@) einbetten.
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; §11. Gruppen vom Typ Z'I
pie p-Gruppen der Gestalt er,'l = \IrF-1 und 031’5 = Q‘VF'S

spielen beim Studium dér'p-Herne p-divisibler Gruppen und Abelscher
variet&ten eine ausgezeichnete Rolle. Diese beruht auf einer
interessanten Eligenschaft dieser Gruppen bezﬁglicﬁ Untergruppen,
welche im folgenden Satz zum Ausdruck kommt: Z.un'échst fihren wir
folgende Bezeichnung ein: ‘ : e N

_-—-'—“"/‘ \\\
—"'.Mw___._mh‘w;‘*-_/
Definition: Eine p-Gruppe OA heisst vom Typ 21, wenn Cg] isomorph

el

-

ist zu einer direkten Summe von Gruppen der Gestalt Ojr 1 und
. B ?

Y, | .
Analog werden die Moduwm

e

Satz: 1Ist O; eine Gruppe vom Tllj 21, R c (43 eine Unterg}‘MJDé

. vam Typ Z, so ist 4 ein direkter Summand von .CJ und insbeson-

dere auch vom Typ 21.

Beweis: a) Sei iunéchst k algebraisch abgeschlossen. Sind dann

OJ = @ O(l und # = @, direkte Zerlegungen in unzerlegbare
K M v ¥ ‘

Faktoren, so gibt es zu jedem v ein M derart, dass die Kompo-
- sition ‘?}‘1 : ﬁ{’v.ﬂ'lfﬁlf — ¢ _%OA# nicht den ganzen
Sockel Y ('}!{y) im Kern enth&lt. Nach dem folgenden Lemma ist

dann ‘4’; ein Isomorphismus, woraus die Behauptung folgt.

b) Ist nun k beliebig perfekt, so machen wir Induktion
Gber n = o(0) - o(#). Ist n =0, so folgt mit a) durch lber-
-9ang zum algebraischen Abschluss k von k unmittelbar % = C:‘{
"und somit die Béhauptung. Ist n>0, so gibt es einen direkten

Summanden o' van {f der Gestalt (f , oder (f, g Mit
. ! ' Ny



der Eigenschaft, dass die Komposition W : ﬁH’,C—-:»q E-;CJJ/C]'
injektiv ist. Da .O,!/O_l' wieder vom Typ Z, ist mit 5 (/") =

=7(¢) - 1, folgt die Behauptung durch Induktion.

Lemma: Sei k algebraisch abgeschlossen und N ein sk-Modul

vom Typ Z. Ist dann ¢ : N1’S — N ein Homomorphismus, wel-

cher auf dem Deckel einen nicht trivialen Homomorphismus
’D(g) : ’D(N_;,';'S) — D (N) induziert, so ist ¢ ein Isomorphis-

mus auf einen direkten Summanden von N. Die gleiche-ﬁ\ussage'gilt

auch fuUr Nr,'\ an Stelle von N,“s.

Beweis: Sei zunsichst N = Ny unzerlegbar, und sei {e\,‘,e‘,',..,e.‘,*}

B
.
i

Ri%:
23

bzw. {el das minimale Erzeugendensystem von N bzw. N1 s (als
: '

Bk—Mndul), welches in der kanonischen Basis ven N enthalten ist.

Im Diagramm der Moduln entsprechen diese Elemente den gemeinsamen
Anfangspunkten (<—F—5-—\-,—>) von F- und V-Pfeilen. Nach Voraus-
'satzung besitzt g(e) eine nicht-triviale Komponente in einem der
direkten Summandgn k-e,, und es gilt daher FS(§(E)) = g(FSe) =
= ¢(Ve) = v(g(e)) # 0; insbesondere ist V(g(e)) im Snckél von

: NB enthalten. Es folgt hieraus unmittelbar, dass alle zusammen-
hangenden V-Pfeil-Folgen im Diagramm die L&nge 1 und alle zusammen-
.hﬁngendén F-Pfeil<Folgen die L&nge s haben miissen, d.h:. B = (VF-S)d
“mit einem d> 0, welches wegen der Unzerlegbarkeit von NB gleich
.1 sein muss. Folglich ist @ ein Isomurphismuvs.

Ist nun N = @ Ni eine Zerlegung in unzerlegbare Faktorén

vem Typ Z, welche nach dem Struktursatz alle von der Gestalt NB

Sind (85, Zusatz b)), so ist fiir eine der Kompositionen

pri°g. H N

pr;
1, —>N By
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die induzierte Abbildung auf dem Deckel 'D(priqg) : fi)(N1 s) —arﬁ)(Ni)
‘ ) '

nicht trivial ist. Nach dem vorangehenden ist dann priog ein

Isomorphismus, womit das Lemma bewiesen ist.

Beﬁerkung:, Sowohl vom Satz als such vom Lemma gelten auch die
dualen Aussagen, wie man mit Hilfe der Cartier-Dualit&t sofort

einsieht. Wir erhalten damit folgendes Resultat: .
Ist T : Cﬁ-—%»%{ ein Epimorphismus von Gruppen vom Typ Z und

phasmieg

ist Q. vom Typ Z,, so besitzt T einen Schnitt und 4 -ist

auch vom Typ 21.
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kapitel II : Anwendungen auf p-divisible Gruppen und Abelsche

—— et e e o e e e i e e e St
==== 3ttt 3 >+ 3+t 3+t 33+ 4+

——— ==
===

Varietdten.

Ist Eé eine p-divisible (formale) Gruppe, so ist der p-Kern

p(g = Ker p'qu1 eine p-Gruppe im Sinne von Kapitel I. Es zeigt

=

sich nun, dass diese p-Gruppen vom Typ Z sind und dass alle Grup-

pen vom Typ Z als:p-Kerne p=divisibler Gruppen auftreten. Hierzu

konstruieren wir unter Beniitzung der Dieudonné-Theorie einige

spezielle p-divisible Gruppen und zwar in #hnlicher Weise, wie wir

das in Kapitel I fiir die Gruppen vom Typ Z getan haben.

Anschliessend untetrsuchen wir das Verhalten der p-Kerne in

einer Isogenieklasse einer p-divisiblen Gruppe. Durchl&uft CB

g
eine solche Isogenie-klasse, so nimmt die L&nge des Sockels von

Q] alle Werte zwischen 1 inklusive und einem Maximum m an,
d;iches sich leicht aus den Isogenieinvarianten von (% berech-
"nen ldsst. Dieses Resultat geht zurilick auf eine Uermuézhg von
F. Oort, welche zum Teil von M.rPoletti bewiesen wurde; einer
mindlichen Mitteilung von F. Oort verdanken wir den Beweis fiir
die Tatsache, dass das Minimum angenommen wird. Es folgt hieraus
8uch, dass ein gewisser Typ von Gruppen vom Typ Z (die Gruppen

(ar,r , T™0 ) in_ jeder Ispogenieklasse vorkommt. Auf der andern

Seite gibt es zu den Gruppen vam Typ Z, (aus §11) bis auf Iso-

morphie nuf eine p-divisible Gruppe mit diesem p-Kern.

Betrachten wir nun eine Abelsche Varietdt A, so ergeben
sich aus der Existenz einer Iéogenie zwischen A und ihrer du-
alen Variptst ﬁ. gewisse Symmetrieeigenschaften fiir die Struk-
;d&g;ggg'p-ﬁernes pA = Ker pOIdA; wir zeigen jedoch an Beispielen,
'3ﬂ358 diese Bedingungen nicht hinreichend sind. Es ist also nach wie

var ein offenes Problem, welche Gruppen vom Typ Z. p-Kerne von

éﬂbelschen Variet8ten sind. Wir geben zum Schluss eine vollst8ndige

‘Liste dieser p-Kerne fur Abelsche Varietdten der Dimension < b,

~
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§12. Dieudonné-Theorie p~divisibler Gruppen

Wwie bisher bezeichnen wir mit k einen perfekten Kirper der
charakteristik p>.D. Flir die Definitionen und die folgenden
Eigenschaften der p-divisiblen k-Gruppen (such Barsotti-Tate-

Gruppen genannt) verweisen wir auf [PG].

Eine p-divisible k-GBruppe ist eine kommutative formale p-Torsions-- .
gruppe definiert Uber k, bel der das Multiplizieren mit p ein '

Epimorphismus ist und deren pnéﬁerne endliche k-Bruppen sind.

Fir die p-divisiblen Gruppen verwenden wir im folgenden immer
Symbole der Art 9‘4 , ¥ ,..., wobei der daruntergesetzte Pfeil

daran erinnern sall, dass OA der induktive Limes der pn-Herne

ist : Eﬂ = l.lv.\m png_ mit P"_(_-ﬂ = Ker ;:nn-IdL:J .

Die L&nge von pq heisst auch die HBhe von Cj:
— -
h(g) = 1(p%),

.und die Dimension von 0‘1 ist gegeben durch

—

mit ‘;(‘ﬁ = Ker ?ﬂ = Frobenmiuskern. Es gilt:

h(Q) = dim O + dim tql

-

wobei tg die Serre-duale p-divisible Gruppe zu g ist, wel-
Che man folgendermassen erh#lt: Das Multiplizieren mi £ P induziert
eine unendliche Folge von Epimarphismen

.o —)PHCA ——";-lﬂ -——-> C e s —>Pzi'—9'ri

"und damit durch Dualisieren eine unendliche Folge..von Monamorphis-
~men t t t LA

1’ - —_— P —_ O
P% — P (jb —_ ¢ o & > P" (C-'g P‘q

e

. und S -lt t = . " t : - t
gilt dann E} lim p"(:'l und p"( g) = (-JI‘> .
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Mit Hilfe der Dieudonné-Theorie flir endliche Gruppen (vgl. §1)

konstruiert man zu jeder p-divisiblen Gruppe einen D _-Modul

M(g), und der Funktor C'; —s- M(q)' liefert eine Antidguivalenz

swischen den p-divisiblen Gruppen und den torsionsfreien, iber

W(k) endlich erzeugten D -Moduln, dabei entspricht der endlichen
Untergruppe hg der Dk-Mudul M(O,j)/p M(l) M(g) ist also
pin freier {J(k)-Modul vom Rang n = h(g) _l(p(i), und es gilt
pach Definition  dim i‘ = 1(M(%)/FM(9})).

Analog zu den p-Gruppen besitzt auch jede p-divisible Gruppe eine
Zerlegung der Gestalt

%=E@J_&Q’9£

wobei g etal, J_/_\; multiplikativ und W zusammenh'éngend und

—>

unipotent ist; dabei heisst 81 etal.bzuw. multiplikativ bzw. zu-

sammenhéljngend bzw. unipotent, falls dies fir pg{ (und damit Fi;lI‘
alle & ()l) gilt. €ine p-divisible Gruppe 9{1 ist genau dann etal
bzuw. multlpllkatlv, wenn im Dieudonné-Modul M(__’i) das Multipli-
zieren mit F bzw. V bijektiv ist. Die duale Gruppe einer etalen
p-divisiblen Gruppe ist multiplikativ und umgekehrt. Dies erkennt
man zum Beispiel aus der Beschreibung der Serre-Dualitdt auf der

Seite der Diepudonné-Moduln & Der duale Modul zu M ist gegeben

' durch :
Moo= Hom oy (M, (kD)
S
" R = teym P
' CHl t
(VtM‘?)(“") = Lf(FMm)p , Ye'M, meM.

(vgl. Cartier-Dualit&t fir p-Gruppen §8.)

Fiir algebraisch abgeschlossenen Grundkirper k = K ist jede etale
P-divisible Gruppe isomaorph zu einem Produkt (Qs/lr) und jede v
wikatlve p-divisible Gruppe isomorph zu einem Produkt /u.(p)
dabei ist (@, /L»)k = llm (p nl/l) mit Dieudonn&-Modul M = Wk,

=t .,

.

P ‘ﬁ , und }Lk(p) = Q.g h/"“k mit Dieudeonné-~Modul
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= W(K), Fy =p¥ , Vy = ‘¥-1, wobei wie frﬂher‘. §: L (k) — W (k)

. PP
e Bijektion (A, A, R, .. =Ch, Ay, 0P e af a0 0
‘_ilst. Aus der obigen Beschreibung der Serre-Dualltat sieht man auch

‘?dass diese beiden Gruppen zueinander dual sind.

Ahnlich wie in §1 konnen wir einen D, —Mudul M auch auffassen als
",fe:men 0 (k)-Modul M zusammen mit zwai Endumnrphlsmen

Fy ¢ M —> M und Vy ¢ M—>M
.' :mit den Relatiqnen : FMVMA = UMFM = p-Idy
_ AP :
FM(Zm) = A FM(m) (*)

n

: (Y, . ’

Uy m) | A Uy(m) , Aeb(k).
Insbesondere ist’ f‘ur einen tursmnsf‘remn, tber Zu(k) endlich er-
zeugten Dk-Modul M der Endomorphimus FM durch \IM eindeutig
festgelegt und umgekehrt. ‘ '

Ist n eine natiirliche Zahl > 1 und sind LP,IYEMn(?»‘-'(k)) zwei
nxn-Matrizen mit Koeffizienten in W(k) mit Y% = WY = ps'll_; y

»su erhalten wir einen Dk-Modul M=M » indem wir auf dem freien

. L? l*
'_w(k)-Modul M= ?,J(k) die Endomorphismen Fy und Vy durch

%‘ihre Wirkung auf der kanonischen Basis von M geméss den Matrizen -
,'{ und Y Festlegen (unter Beniitzung von (*)). Offensichtlich
ist jeder torsionsfreie und dber (k) endllch erzeugte D -Modul
: isomurph zu ' einem Modul dieser Gestalt. '
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§13. Einige spezielle p-divisible Gruppen

‘Es geht im folgenden darum, einige spezielle torsionsfreie-Dk-

Moduln zu konstruieren, und damit auch einige p-divisible Gruppen,'

und zwar in #hnlicher Weise, wie wir in §3 die Moduln und Gruppen

vom Typ Z definiert haben.

Sei hierzu B €& ﬁf(V,F-1) ein zul#ssiges Wort, d.h. B =

aq.-b1 ap =bp ag =b
CE W CLLUUSE %, B # 1, V@, FP, von der Wort-

"

S 3 .
ldnge 1= 1(8) = 2 a, + Zb, , beschrieben durch das Dia-
L3q

£
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eine natlirliche Zahl > 1 und , &'Gl (W)

i=12,..,1. Dann definieren wir den

~

= NB (L?1yqzx°"‘?£)

frEien W(k)-Modils Wk)" und setzen ()w

{2 (k)~-Modul; die Endomorphismen F =

| = U~ definieren wir durch ihre Einschrénkungeh

=F s _”i="wi 3

i-4

W =Aw1), wobei Fi (bzw. Vi) auf der kanonischen Basis von

ist,

ist.

* Aus der Konstruktion Fnigt unmittelbar Fﬁ Uﬁ VN
“und zudem gilt in kanonischer Weise

(h¢

Ng,

in folgender ueise.

Fur jeden Punkt des Dlagramms nehmen wir ein Exemplar wi

des

fir den

N

W, —u

und

i-4

) wirkt wie ‘?i (bzw.-pJ?gj), falls der i-te ﬁfeil
und wie p;?;1 (bzm.l Wi), falls der i-te Pfeil

(%, %, .0y %)

der in §3 eingefiihrte Mpdul vam Typ Z

s &y eey @)

Restklasse von L?i in Gln(k) bezliglich der

Projektion W (k) —=k, X= (2 ,;,...) —= 12

und bezeichnen diese hiit

NB (w,,...)

b g

N - ~
B, Ng, ce Areen 1) Ng =
”i’ " c = N

s N o

2halog fir die Gruppen.

A~

B,1°

1€ G1,(k),
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£s gilt dann nach Konstruktion:

. - . = . . =. B ’
.h(ﬂe,(te. eey ) = h(ﬂa,-w) n-1(8) , h(gg) = 1(B)

dim ?JB,((‘P“ ,.,,q;a) = dim ﬂB,LP = n'lV(B) y
dim g = 1,(8);

.Zﬁ'dem ist ,léicht zu sehen, dass die Serre-duale Gruppe 2zu %87(% rer )

' talt hat, namlich ' (vgl. §8).
.,;u':ieder diese Gesta at, g}ta'(t% )
"‘l:‘.f-“I;n‘.Falle B = vIF™s erhalten wir speziell:
. L t - _
h(%r,s) = T4s, dim ?«lr,s =T _(ﬁr,s - 91,5 T

‘Setzen wir noch 911 o = /L(p)k und 030’1 ey ‘(Qp/zf_'\)k, 50

-5

gelten diese Beziehungen such noch im Falle (r,s) =.(1,0),(o,M).

LI}

wa x|

Lemma: Ist k

algebraisch abgeschlossen, sq ist ge’(% sees %)

.

isomorph zu Oj
. —>

Beweis: Wir beweisen die entsprechende Aussage fiir Moduln und
_kiéinnen. ohne Einschrénkung N = ﬁfa @ @nnehmen.

Z o R :
-Nach Konstruktion haben wir N = @mi, wi Exemplar von w(k)n,

T o Y : .

und ein Basiswechsel in W, mit einer Matrix - g€ Glh(LC (k))

£ P N |
ransformiert @ in ¢T eYe 9'F 7. 1 = 1(B). Gesucht ist

~(pt)
o .

‘5;,;31.533' eine Matrix Q mit ¥«

5

!‘;’.‘.E.P,_Zuube’crachten wir das affine k-Ringschema

A

Ly

Wt

Mn(&)k) und den

- .l . \ X
¢ - Po37 - Id 2 MR M (W)
. A Kk > A K Frobeniusmorphismus des k-Ringschemas
er

k
i#tschen Vektoren, [GA] v,81,n%).




- L7 -

i1t Hilfe der kanonischen Projektion pr : b)k —=ol
erhalten wir das kommutative Diagramm
. :
Mn(wk) —_—> M (wk)
MR ) —2 > M (&)
n k% n ok
- = R - .
(g . _ -
b= ¥v.FT -1Id : Mn(dk)———%Mn(o(.k), ¥ = Rest

e von ¥ in -Mn(k) unter W (k) —> k. Nach den Ergeb-

gilt das obige Lemma in der

,:’ﬁ“én, woraus wir die Existenz einer Matrix G €& Gl (k) C M (k) mit

E(v) = {J folgern. Insbesondere ist -CE isomorph z‘ubr Abbildung
g“a - Id und folglich ein Epimorphismus mit endlichem Kern, wei-,
.éﬁEr nicht zusammenh&ngend ist. Dann ist aber auch Ct) ein Epi;--
ﬁérpﬁismus: Im @ ist ein Dk-Untermndul von 'Mn(l\)k), welcher
; pr : Mn(wk) —_— Mn(o(k)_ epimprph auf Mn(a‘k)jv abge-
Imd = Mn(h)k) mﬁglicﬁ ist (betrachte
). Da ¢ damit auch den Kern \;on pr epi-

induziert pr einen Eplmurphlsmus
er (b — Ker ¢ . Wir finden daher ein Urblld Q€ (Herﬁb)(k)
U'G-(Ker <l>)(k). Wegen det @ 9 =det7 #0 ist detg eine

in  {3(k) und folglich ¢ € Gl (W (k)), was zu zeigen
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h§1b. Isogenieklassen

Ein Homomorphismus ' : ¢ "’?@ zwischen zwei p-divisiblen

<.

Grﬁppen heisst eine Isogenie, wenn Ker \¢ und Coker Y. endliche

Gruppen sind; ein solcher Homomorphismus ist immer ein Egimor-
Eﬁismus, und wir nennen Ea und Qﬁ isogen, wenn es eine Iso-
.genie 2wischen Eﬁ und ?g gibt. Man sieht leicht, dass dies

ine Aguivalenzrelation ist.

‘Auf der Seite der Moduln bedeutet das folgendes: Ea und 4

—_—
sind genau dann isogen, wenn sich M(Eﬁ) in M(gg) einbetten

ését mit einem Cokern endlicher Ldnge. Wir sprechen in diesem

fFéile von isogenen Dk-Mnduln. Man folgert hieraus, dass die

. -1
Isbgenieklassen den Moduln iiber dem Quotientenring D [p 1
;von Dk entsprechen und erhdlt daraus die folgende Klassifi-.

“kation (Dieudonné-Manin):

uéfruktursatz: Ist k = k algebraisch abgeschlossen, 50 ist jede

;ﬁzdivisible Gruppe Q] isogen zu einer Gruppe der Gestalt.
id —_—

® U, o, . i
- _¢T1’51 mit (ri,si) = 1.

Dabei sind die t91lerfremden Paare (&;,s;) durch Cq' eindeutig
stimmt .
T ————————

}e

sdivisible Gruppe Eﬂ heisst einfach, wenn jede echte

x2TOTUppe von endlich ist. Fiir k = k ist dles dqui-
8lent zur Aussage, dass ¢ isogen zu einem Car g mit g
= 1 ist; insbesondere gibt es zwischen zwei verschie-

. 4r,s Mt (r,s) = 1 keine nicht trivialen Homomor-
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VT_EEEEKEEE. Die Hohe h(gi) und die Dimension dim El sind
1spgenieinvarianten und lassen sich aus den Isugen1e1nvar1&nten

{(ri’si) folgendermassen bestimmen:"

h(ﬂ) =.2 r, +Z:s. , dim ﬂ = %_ r,

Fiir den Beweis verwende man die Tatsache, dass p-idfi und 3%1
Epimcrphlsmen sind.

ienn der Grundkurper nicht algebraisch abgeschlnssen ist, reden
wir dennoch von den Isogenieinvarianten (ri,si) ~von Eﬁ und

meinen damit die Isogenieinvarianten von Ql@i k.

‘Eé stellt sich nun die Frage, wie diese Isogenieinvarianten
‘fur die in §13 eingeflihrten Gruppen  Ofg (o ) aus-

~sehen. Wegen des Lemmas von §13 geniigt es hierzu, die Gruppen
3aer Gestalt ?18 zu untersuchen.

' Satz: Zwei p-divisible Gruppen EQB und CﬁB' sind genau
;dann isogen, wenn 1.(B) = 1.(B') wund 1,(8) = 1,(B') gilt.

“Insbesondere ist Cﬁa isogen zur Gruppe Q{r‘s mit = 1,(8)
N - —— b
‘und s =1 (B) und hat folglich die Isogenieinvarianten - dx E’E)

(r s).

3
e
ot
[« B
1}

: Wir beweisen die entsprechende Behauptung fiir die zuge-

ka-Moduln'und zeigen zundchst folgendes:
a4 ~bq a -b
VTR F® mit a,,b 40 und ist

c = 81-1

-bq ag 1-b
= F v ' F

... VSF Sy, so ist- ﬁB‘. isogen zu ﬁé.
Aéés sieht man folgendermassen: Ist N ()ul gemdss Kon-
giuktidn (mi Exemplar von (0(k)), so ist der W(k)-Unter- -
Moyl Nt - pU, ® W, @ .. ® U, ein D -Untermodul, welcher

in kanonischer Weise isomorph zu ﬁa, ist es’gilt namlich

"R

§ch Definition V(Uy) = pu, und QW) = pll, , 1= 1(B).



. (B'") = : i
- 1F(By) = lF(B) und lU(B ) = lU(B) aus: B durch.suk29381ve4
it Anwendung dieser Operation sowie zyklischer Vertauschungen er-

;frhélt, wumit die eine Richtung der Behauptung des Satzes bewiesen

jst. Die andere Richtung folgert man unmittelbsr aus der bbigen

Bemerkung.

ifEemerkung: Ist das Wort B periodisch, d.h. B = Cd mit zu-

rnfléssigem C und gilt zudem. ﬁi¢ ck mit 1= 1(B), so gibt

' es einen Isomorphismus Qg > gg . Dass die beiden Gruppen
, 387

isogén sind, folgt schon aus dem vnfangehenden Satz, und zudem
findet man mit dem Lemma von §13 auch sofort einen Isomorphis-
mus tber K. Mit &hnlichen Methoden wie im Beweis von diesem
Lemma kann man die Behauptung auch auf die entsprechende Be-
hauptung bei p~Gruppen vom Typ Z reduzieren. Wir {iberlassen

dem Leser eine genaue Beweisfiihrung.

. $15. p-Kerne von p-divisiblen Gruppen

.Q Fﬁr Jede endliche kommutative k-Gruppe (g haben wir die Zer-
- legung )
PO : O{‘; = E ® ﬂ ® 8 )

vwobei B = O:]red isomorph zur k-Gruppe 'T\D(C"l) der Zu-

Samménhangskomponenten und etal ist, M opay, U der multi-
P}ikative bzw. unipotente Bestandteil der Zusammenhangs kom-
ﬁ?pg_n_ente 0° der mull von O] ist (vgl.§M.

iT.Falle einer p-divisiblen Gruppe (a erhalten wir nun fir
d?n p-Kern PC3 folgendes Resultat:
—_— .
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Satz: I1st Eg eine p-divisible Gruppe und Ul Pfﬁ der

cmrt——

EEEEEE?ntB infinitesimale Bestandteil des p-Kernes Pgl von

91 , so ist Ul eine Gruppe vom Tlp Z.

- Beweis: Wir betrachten die exakte Seqdenz

F_o

R e L T e % o
o T e ks K D4

und

gegeben durch den Frnbeniushomumurphismus’ ¥ 3%1
setzen € = ,5—1(0&(;:))' mit D%(p) = Ker '0—1 Die
endliche Gruppe ‘¥ ist offensichtlich in ‘ng = Ker p. Iq}
enthalten, und folglich enthdlt - Ul .den unipotenten infinitesi-
malen Bestandteil 5{' von R.Da T ein Epimﬁrphismus ist,

‘ -grhalten wir daraus dié exakte Sequenz

0— U — U — 0 >0

; ‘/”v.und damit  L(W) = l(?Ui) + 1(U0), woraus-die Behauptung

mit Satz (iii) aus §7 folgt.

‘_AUS §13 erhalten wir noch die folgende Umkehrung der obigen Be-
{hauptung.

N
bar

qusatz. Jede p-Gruppe vam Typ Z 1st isomorph zum;p-Hern piner

qles fir die Gréssen

G(O)= o0 und 5(01>-_ EX ek

"icht 0ilt, was schon von Barsotti festgestellt wurde (ugl

e e : ’ ) X /VC

) I ™ AN P-‘\'\ ! -




auch Oort (6]). Das Verhalten dieser Gridssen in einer Isogenie-

klasse wird durch folgenden Satz geklédrt:

1/

Satz ('Pnletti-l]nrt): Ist ( k.= k \/algebrisch abgeschlossen und

({;1 eine unipotente zusammenhangende p-divisible Gruppe mit den

Isogenieinvarianten (r.l,sl), so gilt

-~

1 £ cr(C;) € Z min(r.,s;) £ h(Q) ,

- -

und alle Werte zwischen 1 und 2. min(ri,si) inklusive
L .

kommen in der Isogenieklasse vor.

Bemerkung: Die Abschdtzung o (g) < % ml‘n(ri,‘si) wurde von

F.Oort in [6] vermutet und von M.Poletti in [9] bewiesen, in-
klusive der Tatsache, dass dieses Maximum angenammen wird.
Einer mindlichen Mitteilung von F.Oort verdanken wir den Beweis

.daftir, dass auch das Minimum 1 angenommen wird.

Beweis: a) Ist O isogen zu O, g » S0 0ilt
: ,

o) < min(l(;ﬁ),l(vﬂ »

-

"‘i”(l(gglr,s) 71(0%, s))
= min(r,s)
.(vgl. 8§16 und §7 ).

SEi nun Lp : '+ — C N 2 . . N
(‘)ﬂ - _1 eine Isogenie und _(_/11 C

ylo?

das Bild von O ' ; - .
on -éri’si unter ¢, 'S0 erhalten wir g = 2: Cl.

pnd O{‘L ist isogen zu 0} . Es gilt nun - G(C;)S Zc(g;

- 2T5:55
P =oGP - SGPriGgy = Togg) = Zo(qy,
denn D ist vom Typ Z (vgl. den vorangehenden Satz sowie
§9 Lemma (i1)). Nach obigem folgt daher (O]) Z min(ri,si).
Dieses Maximum wird aber auch angenommen: Ist ri;

- i -T;+5; :
setzan wir Eli=(\lF )lF 1 , und fiir r.<s

s, , sO

(™)



und erhalten nach §9 G(%B) = min(ri,si).
i

isogen nach §14, woraus die Behaup-

b) Jede Isogenieklasse van unipotenten zuéammlenh'éngenden
-divisiblen Gruppen enth&lt eine Gruppe mit o ({) = 1.
v L . —

ﬁir machen Induktion Uber die Hthe h(QJ) wvon. . s .der Fall
ir : o |

Wir betrachten nun die Isogenieklasse der

ry,s; > o, (ri,si) = 1, und setzen

Eehauptuhg schon -bewiesen ist. Ist nun (ri,si) = (r,s) fir

und ;df)" isogen zu 91‘ und "
mit o (%) = 6 (4") = 1, und folglich ist ¥ = %' ® 4"
sisogen zu CJ} mit - G(’E_&Q) = 2. Wir finden dsher eine Isogenie

B >T. mit 1(Ker ¥,) = 1 und Ker Y, N 4' = KerP,.n %" = 0.
~— -->1 1 1 —> * 1 e ‘

ette '-";’DU Isogenien

. 17 @ :
L ' % -‘fq—*g"——ﬁ-bgl "—39%3 - > s ee (*)
5 ng( “?not?n_,]... ‘?1)1\ %l = Her(t?n"?n-‘l"' (?1){\ B = o

-

€ n. Ist dann 'Q{’x= 1im 2. der induktive Limes der
- ) . —-l:-> —>1

: 3{’_—)?_,200 der induzierte Homomorphismus, so ist
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KerY n g&' = Ker®?n®g" = 0 : gefilterte induktive Limi-
ten existieren in der Kategorie der p-divisiblen Gruppen und
gind exakt (betrachte die Dieudonné-Moduln und Qeruende z.B.
(GA] V,§2,n°1 und 2). Zudem ist ¥ eine Isogenie: Die Pro-

jektionen auf die Faktoren induzieren Einbettungen
Ker ¥ (- gﬁ' und  Ker ‘-PC-»%C; " , und wegen Hnm(%' ,.4__81’".) =D
muss Ker¥ endlich sein. Dies steht aber im Widerspruch zur

Tatsache, dass die Kette (%) unendlich lang ist : "l(Ker Y >

l(Ker Y,¢c% ... ) = n fir alle n. Damit ist die Behauptung b)
£ - bewiesen.

c) Alle Werte zwischen 1 und %l min(r,,s,;) wer-
den angenommen. Sei hierzu Y : gz —-9-%§ eine Isogenie
mit einfachem Kern, 1l(Ker¥) = 1. Dann gilt nach §9 Folgéruné;
g | dass b?((?) - B(gg)lé 1 ist, d.h. die Sockel-L&nge
B A kann. sich chhstens uh 1 éndefn. Da jede Iéugenie Kompo-
sition von solchen "einfachen" Isogenien ist, folgt die Be-

hauptung aus a) und b).

- Bemerkung: a) Aus der Struktur der etalen und der multiplikativen
p-divisiblen Gruppen ist leicht zu entnehmen, wie sich der Satz

auf beliébige p-divisible Gruppen verallgemeinert : Jeder einfache

multiplikative Faktor liefert noch einen Beitrag der L&nge 1
zum Sockel. '

b) Ist Eg eine p-divisible Gruppe definiert iiber
einem beliebigen Kdrper k mit den Isogenieinvarianten (ri,si)
ri’51> 0 und teilerfremd, so gilt nach wie vor die Absch&tzung

. des Satzes. Zudem folgt asus obigem Beweis b), dass das Minimum
-1 angenommen wird.

Problem: Sind die p—Hefne einfacher p-divisibler Gruppen unzerlegba:
(vgl. hierzuy §16.)
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§16. p-Kerne in Isogenieklassen

——

getrachten wir eine Isogenieklasse von p-divisiblen Gruppen, S0
stellt sich die Frage, welche Gruppen vom Typ Z als p-Kerne -von

- Elementen dieser Isogenieklasse auftreten.

ber Einfachheit halber wollen wir in diesem Paragraphen den Grund-
' kdrper k algebraisch abgeschlossen voraussetzen. Mit Hilfe des
Struktursatzes und des vorangehenden Abschnittes erhalten wir zu-

nichst folgendes Resultat:

Satz 1: Ist O} eine zusammenh@ngende unipotenté p-divisible
R ——————— . — __’ .

Gruppe, so gibt es eine zu Q] isogene Gruppe 2@_ mit dem
p~Kern p}}e s q‘r’s , T = l\!(L_i) und s = 1F(-C-?l).

: . S s : X0
Ist daher O} eine p-divisible Gruppe mit pgl Cﬂr,s )

—

so erhalten wir hieraus im allgemeinen keine Informationen tiber.

die Isogenieklasse oder gar den Isomorphietyp von C§ .

_Die Situation ist ganz anders, wenn der p-Kern Gruppen der Ge-
stalt 'Q1r,1 und Qh’s als direkte Faktoren enthdlt, wie

man aus den folgenden beiden S&tzen erkennt.

Satz 2 (Manin): Ist O] eine p-divisible Gruppe und r (bzw. s)
—_— . - : ,
eine positive natiirliche Zahl, so sind folgende Aussagen Hquivalent:

(ij Eﬂ ist isogen zu EJT @ Czu Cfy _ )
’ - ) .

(11) 01 ist isomorph zu ﬁr 1 ( zu Cl.] s);
" H ?

-
L (ii1) f‘% ist ispmorph zu O(]r,‘l ( zu Q(.],s);
(iv) El ist unipotent zusammenhZngend von der Dimen-
sion 1 (bzw. s) und der Hthe r+1 (bzw. s+1).
Beweis: D ' ; . o . .
Seweis er Sockel Tf(fi) von E& fﬁ r,1 hat die L&nge 1 und

Ez'r,1 /Ef(gir,ﬂ) ist isomorph zu q&r,1, wie man unmittelbar

- . -~



- " pieses Resultat l&sst sich nun wesentlich verschérfen:

% . . . ~ P ‘ —_ ! "
. Gatz 3 Sei -('_)J; eine p~divisible Gruppe und p(_il, = O; ® O]

eine direkte Summenzerlegung des p-Kernes mit Q' vom Typ Z, ,

q] L @ C{‘h,_ 1 ®O 031 . Dann gibt es eine direkte Zerleging

R T O L S

Beweis: Es geniigt offensichtlich, den Fall Oé' My Oj.r 1 zu
,:

behandeln. Wir zeigen zun#chst folgendes: Ist mit den Bezeich-

nungen des Satzes € ¢ O] eine Untergruppe, so induziert
die Projektion W f:l — (ﬂ,] = 0} /R einen Isomorphis-
mus von - C}' auf einen direkten Summanden von pCJ‘I' Hierzu

kbnnen wir natiirlich annehmen, dass 1(3) = 1 ist, d.h.

g.e —/:>-pg( . Nach der Bemerkung §7 ist dann n o= Qj"/{-‘}ﬁ o=

L ®7T mit 2 vom Typ Z und 3 unzerlegbar vaom Typ T.

Aus der exakten Seguenz

T
P
D—a-O(S’@l‘.G—)T C——»p(i}b —> o —>10

ergibt sich die induzierte exakte Sequenz

D) :
D (H e D@ eDT) == DY P —> o =0

auf deﬁ If)eckeln. Nach dem Lemma §11 gentigt es fiir obige Behaup-
t@g Zu zeigen, dass 'D(G}') #‘ Her’D(LP) ist. Unter Ver-
_uendung des folgenden Lemmas erhalten wir fiir dlE L&ngen der
';lder ‘unter ’D(ﬁp):; g

5(;:%1) -1 WEDG I + LEeDT

€O + 8 + O(TH-) =
= 6(0) + 5() +6(T) - 1

G(po;‘>1) - 1 .



£s steht also iiberall das Gleichheitszeichen und insbesondere
ist LeP(QY')) = 5(%') , d.h. .'D(Cj') wird injektiv abge-

bildet.

wir erhalten damit eine unendliche Seguenz

y @, ¥y
0 = go == —= Gy == 0 — -
--, d

"yon Isogenien mit der Eigenschaft, dass die ivnvduzierte Sequenz-

-

auf den p-Kernen folgende Gestalt hat:

ideC

(:,] &)qn___,q: & OJ" ___>q| Q’OJ

. Setzen wir ‘¥ = 1_1_(3 (_34 , 50 ist die induzierte Abljildung

—

b .-——->'3€ ein Eplmurphlsmus ‘mit U’\C,\ 1nJekt1v und

-mit Kern ':H. Ud) (03;{), ¢1= P .o,

i l—.,’\-o-

9, .

Wir behaupten, dass ’_3_{% p-divisibel ist : Der Homomorphismus

fﬁi -—-—>(_)l.l- faktorisiert tbher Y $e1
. . . LfA. ‘ }l
. 3 . ‘ﬂ> o
peld = pye®ig + Yy G i ’:

mit Her/,x_i = (;&lg_ poliﬂ , und /LLi. indlilziert daher einen
. n s
Isomorphismus CJ $ 41 Cji. Es ist alsp pe ¢.+4(C} 1+1 =
-1 _
¢,-_ (C:{;) - und folglich " p-divisibel. Man erkennt hieraus
—_> . .
auch, dass ‘4’10‘: ¢ L pﬁ{ ein Isomorphismus ist und
4 . —_

dah 201 .. i

er fig ﬂr,T ist nach Satz 2.
Wenden wir nun das vorangehende auf die Serre-duale Gruppe . tO‘j
.a@n, so finden wir einen Monomorphismus ¥ : EC; Co (1

(ﬁl

mit der Ei .Y . . Vo Cyn '
_ igenschaft, dass pr el ,D-:Ei->q @ 4" — g
ein Isomorphismus ist. Dig Komposition '

—



- oY -

»ihduziert folglich einen Isomorphismus auf den p-Kernen, und ist

’3»>daher selbst ein Isomorphismus : gl:;‘QQ @ ker® .

| folgerung (Oort): Ist Eﬂ eine unipotente zusammenh@ngende

p-divisible Gruppe mit h(gl) = 2'5'(E§), so gibt es einen
* {somorphismus N 4
= Cﬁ ~ Cﬁ
--»1,1
=

?-d = G‘(Ea) = dim Eﬁ.

-~ ~ .0
Beweis: Die Voraussetzung impliziert offensichtlich PLQ'*’(§1-1
— * ! .

- - -

mit d=G (Eﬁ), woraus mit Satz 3 die Behauptung folgt.

Lemma: Ist '9 : e -—9-Q1 ein Hamomcrphismus-vdn p-Gruppen

mit O vom Typ Z und %€ vom Typ T, so gilt fir die auf dem
Deckel induzierte Abbildung D (Q) : D&Y =D (o)

HInD Q) ¢ & (%) - 1,

" trachten einen Homomorphismus ¢ : M —N m;t M= MA
vam Typ T und N vom Typ Z (82 und §3). Es ist num leicht zu
sehen, dass diejenigen heiden Exemplaré von k, welche in den
beiden Endpunkten des Diagrammes von MA stehen, im Kern der

Komposition Kan. @()
M 2Dy LN D

liegen (diese werden entweder von F oder von V annuliert).

Durch die Fallunterscheidung 5(M) - o (M) o, 1 'oder -1

Brgibt sich hieraus sofort die Behautung.

Es diirfte im allgemeinen recht schwierig sein, bei einer vorge-
eb 3 . .
Oebenen Isogenieklasse die darin vorkommenden p-Kerne zu bestimmen.
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;\us dem Vurangeﬁenden erhalten wir z.B. folgende 'Aussage.
Ist C“.;
l:_e_g_b_a,lj (vgl. Problem am Ende von §15).

vahrschmnllch gilt diese Aussage ganz allgemein fiir beliebige
D mensionen. Damit wire das obige Problem wenigstens fir die

einfach von der Dimension < 3, so ist 991 unzer-

infachen Isogenieklassen geldst (verwende den Satz §14).

‘vollsténdige Antwort kennen:

Satz b: Ist C] isogen zu g ® 0 mi:
g £r,1 21,s I
O“I’l1'@ 0'11,5» __________uder‘ 2 QIr+‘l,s-s-']

ist p%» entweder zu

isomorph.

Genauer: Unter obigén Voraussetzungen gibt es ein'e'Isogem.e
i % © Y —Y

mit 1(Ker¥)

Beu91s.

- o v

zual nlcht triviale Elnbettungen und

3 . . o,
Seien L, : po( C—->O§r 4 und Ly pd O’_‘;"S
@

(‘1.")
0 — zOlr1o 0515—'"‘0] —=0

(vgl den Beweis von Satz §9.) und erh#lt folglich po,{._;

Yern, so faktorisiert ¥ @ber ein geeignetes

bei wir ohne Einschrénkung Ly o

R t N .
st dapn ¥ kein Isomorphismus, so ist h (C;j ) & Ker 3
—

Der folgende Satz beschreibt eine weitere Situation, wo wir die

19 zugehdirige exakte Sequenz. Man folgert hieraus leicht o (‘31 ) =

Jr+1,s+1‘

b3 »
o Ist nun @ Oé\%@ (’,As‘_'}% eine Isogenie mit nicht trivialem
LPL ’ L= (L1vL2)v

und L nicht trivial vnraus—-

Set l" o = ‘b H : '
Setzen kdnnen : =1 LP\, . cir,'l ® %_,1,8 Cl ——>CI

y und

Ansbesondere gilt Ker ¥ 2 lf":“(‘f(Cg’)) = ‘f(qr . ® O, .
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faktorisiert daher lber den Endomorphismus D@ ¥

¢
von E3131 & 531’5, und die Behauptung des Satzes folgt durch

Induktion Gber die Lange 1 = 1(KerY¥).

Mit #hnlichen Methoden lassen sich auch noch weitere Spezialfdlle
klaren. Zum Beispiel enth#lt die Isogenieklasse von 632,1 ) Eﬁr’q

* -H . .
die PEEE Y0 @ Yr1 v Ynep,2 und Aoty

wir kdnnen auch die "duale" Frage stellen:

In welchen Isogenieklassen kommt eine vorgegebene p-Gruppe

als p-Kern vor?

Auch hier kennen wir die Antwort nur in einigen Spezialf&@llen:
falls Of vom Typ Z, ist (Satz 3) und fiir © (C{) = 1 (Satz 2
§15.)

Wir werden in §18 im Zusammenhang mit den'Ahelschen Varietaten

nochmals auf diesen Problemkreis zuriickkommen.

éBemerkung: Wir haben zu Beginn dieses Paragraphen den Grundkdrper
~algebraisch abgeschlossen vorausgestzt. Die S#tze 2, 3 und 4 gel-
ten aber auch fiir einen beliebigen.perfekten Grundktrper k; man

braucht hierzu eine Aussage der folgenden Art :

~Ist O eine k~Form der p-divisiblen Gruppe g Mit zulBssigem
nicht peripdischem B8 und ist pcl k-isomorph zu ¢ 5 , so ist

0f k-isomorph zu U ge

(Zum Beweis verwendet man folgende Eigenschaft der Endomarphismen-
inge.: Die kanonische Projektion End((ﬂa) —> End(CHB)‘ indu-
? ert eine Bijektion auf -den Restk;assenké?pern dieser Endomor-
lghismenringe)
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§17. p-adische Tate-Gruppen von Abelschen Varietétgn

: ——

TAIn diesem Abschnitt setzen wir "k = k aigebraisch abgeschiussen

.. voraus.

imie tblich verstehen wir im folgenden unter einer Abelschen
varietdt A eine vollstindige zusammenhd@ngende reduzierte alge-

.'braische Gruppé. Das Multiplizieren mit p : p 1Id

A
und damit auch der Frobeniushomomorphismus ;A : A ——alP)

und die Verschiebung lJA : A(p)-———a>£\ sind Epimorphismen
mit endlichen Kernen. '

Wir definieren wie fm’_‘lqer A= Kerp.Idy , A= Ker 5
und A = Ker oép- ) ¢ =.grﬁsste.Untefgruppe von A, welche
von der Verschiebung annuliert wird). '

Die Vereinigung der p -kerne pnA = ker pd, bildet eine

p-divisible Gruppe, die sogenannte p-adische Tate-Gruppe von A,
welche wir mit EZA bezeichnen :

A = un A .
n P .
Es gilt dabei dim JA = dimA und h(JA) = 2-dim A .

A .
'?Etrachten wir die dusle Varietdt A zu A, so ist der p-Kern

pA die Cartier-duale G:uppé zu pA, und das gleiche gilt fir

.alle pn-Herne. Wir erhalten daher einen kanonischen Isomorphis-
mus

~ A -
T8 S t(
—

‘ A '
da A und A isogen sind, ergibt sich hieraus der folgende Satz:

~8atz: Die Isogenieklasse der p-adischen Tate-Gruppe .Q;A einer
‘j%?glschen Varietdt A der Dimension d ist selbstdual, d.h.
"3 A ist isogen zu einer Gruppe der Gestalt
3 n ' Mr,s

G . ) '
(%1,0® Yo, @ G, ®C‘3<81r,s ® Us, o
o T :

(r.s)=1
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In der Arbeit (5] vermutet Manin, dass alle selbstdualen Isogenie-
klassen p-divisibler Gruppen "algebroid" sind, d.h. eine p-adische

Tate-Gruppe einer Abelschen Variet&t enthalten.

. pies wurde von-Serre [11und Honda {21 bewiesen, und unter Beniitzung
“der Kklassifikation der Isogenieklassen Abelscher Variet&ten iber
pinem endlichen Kérper nach Honda([2) (vgl. auch Tate {12} {13])
wurde dieses Resultat von Lenstra-Oort (4] folgendermassen vervoll-

standigt:

Jede selbstduale Isogenieklasse von p-divisiblen Gruppen

‘Zusatz 1:
enth#lt die p-adische Tate-Gruppe einer Abelschen Variet#t. A.

Ist dlese Hlasse verschieden von der Isogenieklasse elner Gruppe
C&1 4 » S0 kann A - ginfach gewdhlt werden.

der Gestalt

Dieses Resultat besagt also unter anderm, dass man von einer Zer-

. legung der p-adischen Tate-Gruppe im allgemeinen nicht auf das
‘entsprechende Zerlegen der Abelschen Varietdt schliessen kann.
Nur im oben nicht betrachteten Falle der Isogenieklasse von

<9l1 4 hat man das folgende Ergebnis von Oort (7] (8]:

Zusatz 2:
d = dim A, s0 ist A isogen zu
elllptlschen Kurve E. Zudem sind folgende Russagen dguivalent:

(1) A ist isomorph zu Ed ,

d
E mit einer super51ngularen

§

(i) T A ist isomorph zu ng 11
K RS

(ii] st i d
i) pA ist isomorph zu C§1,1 R

(dv) o) = d.

Ist A eine Abelsche Uarletat mit A_A isogen zu 8§1 A
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étrachten wir nun wieder die Frage, welche p-Gruppen als p-Kerne

abplscher Varietdten auftreten k@nnen, so erhalten wir aus dem
€3tz von §17 zundchst folgendes Resultat (der Einfachheit halber
é%ﬁzen wir auch in diesem Abschnitt k algebraisch abgeschlossen.

A eine Abelsche Varietdt, so erhalten wir fiir den

p-Kern von A folgende Zerlegung:

~ 23 Q

UL, infinitesimal und unipotent.

“ﬁﬁzFﬁr einen beliebigen perfekten Grundk@rper k erh8lt man eine

Y

Zusatz: Der unipotente infinitesimale Bestandteil U, des

P-Kernes einer Abelschen Varietdt A ist eine p-Gruppe vom

vp Z mit 1F(L\LA) = 1,(U) = dimA - .p-Tg A .

i

Egygigz Nach Konstruktion ist Uig der p-Kern des unipotenten

z”§?mmehh§ngendep Bestandteiles der p-adischen Tate-Gruppe ;ZA,
teren Isogenieklasse nach §17 selbstdual ist. Da 1o und 1,

Sogenieinvarianten sind, folgt die Behauﬁtung aus §8 .



'?'wir werden aber gleich sehen, dass die im Zusatz gegebene Bedingung

:%nicht hinreichend ist dafiir, dass eine p-Gruppe als p-Kern einer
/ apelschen Varietdt auftritt. | -

qgs bleibt also nach wie vor das schwierige-Problem, die p-Kerne
piner selbstdualen Isogenieklasse von p- -divisiblen Gruppen zu be-

stimmen.

AIn.der Tabelle zu Ende dieses Abschnittes geben wir eine vqllstén-

dige Lésung fiir die Dimensionen < 4; man beachte, dass die p-Gruppe

~

H» O und ihre duale nicht vorkommen (es folgt

O yr-2 @ By2p-1up-1 F |

sofort aus Satz 3 §17, dass eine p-~divisible Gruppe mit diesem

. p-H?rr_u isogen zu Sﬂ 2,1 €] '0_42,3 ist-.). Man finAdet leicht

weitere Beispiele von p-Gruppen Cﬁ mit lF(Cn) = 1U(Cﬂ) , wel-

che nicht als p-Kerne Abelscher Variet&ten auftretem ( Of, = @& Of !
¢ ) H

mit unzerlegbarem Cn' vam Typ Z, lv(Ca')*= T+1 lF(Cﬁ‘> = 2 und

o' %.OJ:?M,Z)

“Wir wollen nun noch erldutern, wie man diese Tabelle erhdlt und
.welche Methoden dabei benutzt wurden. Zun#chst haben wir die bei-

den folgenden allgemeinen Resultate:

Satz 1: Jede direkte Summe @ UL van unzerlegbaren p-Gruppen
v

Utv‘ vam Typ Z mit lF(LKV) (lﬂ ,) = d, kommt als p-Kern

8iner Abelschen Varietdt vor, und zwar kann man diese isogen zu

d .
E” wdhlen mit einer supersinguléiren elliptischen Kurve E und
=2 d .
v V

’Bemels' Nach dem Satz §W ist EQB mit 1:(8) = 1,(8)

d
'iSUQen zu 9L1 1 woraus die Behauptung Folgt.

Satz 2: Ist A i oy ~ :
et lst gine Rbelsche Variet#t mit DA ~*~Q{d_1,1 @)Cﬁ1,d_1

einfach und fir jede zu A isogene Varietdt B ist
isomorph entweder zu
ph  oder zu O]d g
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pieser Satz'iSt ein Spezialfall von Satz &4 §16.

gemerkung: In Erg8nzung zu Satz 1 entnimmt man der. Tabelle, dass

‘. die meisten der unzerlegbaren Gruppen nur in der  Isogenieklasse
van Ed vorkommen. Es wdre interessant zuiwissen, ob dies auf

einem allgemeinen Prinzip beruht.

Mit den obigen beiden S&tzen l8sst sich der griosste Teil der Ta-

belle kl&ren. Die noch verbleibenden Einzelfdlle ergeben sich mit

Hilfe der Methode der "generischen pd -Quotienten® :

Man betrachte eine gemerische Einbettung b : Pdhc—a4f(f§) in

den Sockel von Sﬂ und bestimme den piKern des Quotienten Q[/L(ﬁd),
T . —

unter Beniitzung der Resultate von §9.

Dieses Verfahren filhrt in der obigen Situation zum Ziel, da man
‘hier schon nach wenigen Schritten wieder auf etﬁas schon bekanntes
trifft; zum Beispiel haben wir folgende Kette der p-Kerne von
generischen ﬁx-Quotienten:

Uyp-2 @ Y y3p-2 > O 313 > G Vs P T e

und die letzte Gruppe ist zugleich der p-Hefn des generischen
po( -Quotienten von 911,1 ® ﬁ,],z ® 9]’}2,1

Diese Methaode fihrt auch in vielen andern Spezialfﬁllen zum Ziel.
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Anhang : Endlichdimensionale Darstellungen des Ringes kcﬁa,b] /(a-b)

Die folgende Klassifikation der Moduln endlicher L3nge tiber
dem Ring  J# = kg[a,b] /(a'b) ist eine leichte Verallgemeine-
rung der Resultate von Gelfand-Ponomarev [1]. Dabei benutzen wir
eine von P. Gabriel gegebene funktorielle Interpretation dieser

Resultate.und'Fulgend auch weitgehend seinen unvertffentlichten
ARufzeichnungen. Ihm und auch C. Ringel danken wir fiir die Bemer-
kungen zum Text. Man vergleiche hierzu auch die Arbeit [14]. -

1. Unferfunkturen des Vergissfunktors

Sei k ein Kérper, A+—>X  ein Automorphismus von k und
A = k[a,8] /(arb) der (eventuell nicht kommu.tati've) Ring,
welcher tiber k von a,b erzeugt wird mit den Relationen:

asb = bia =0, a'A::Ara und ‘Ab:b?\T fur A€ k.
Eine Abbildung & : V —W zwischen -zwei k-Vektorrdumen héisst_
G -semilinear (oder semilinesr beziiglich & ), wenn fir alle A€k
und veV gilt : W(Av) = Xe®(v) .

Jedem J+-Modul M ordnen wir den unterliegenden k-Vektorraum

V(M) = M zu und wollen gewisse Unterfunktoren des Vergissfunktors
V betrachten. |

sei ‘AR = Q€(b,a'1) die von b uhd a | frei erzeugte Halb-
‘gruppe mit 1;,iHre Elemente sind also Moncmé z.B. von der Ge~
stalt a~'ba” b2. Auf B fithren wir eine totale Ordnung ein
(lexikographisch), so dass gilt :

8) D<1<a” D fir alle De 4,

b) Aus A< B folgt AD< BD ~ fir alle D€%E.

Jedem Monom D ordnen wir schliesslich zwei Unterfunktoren

D" und D zu, welche folgendermassen definiert werden:

a
™72\ - -
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i

i)

satz: Die Menge der Unterfunktoren der Gestalt D ¢ D+ mit- D€ g

———

ist total angeordnet. Aus D < E folgt D7c DYcE"cg’.

Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus

(AbB) (M) = AbBa~ (D) < AB(M) < Aa~ (0) € Aa~ 'Ch(M) = (A&~ 1C)~(M)

Damit erhalten wir eine Filirierung des,veggissfuhktnrs durch die_.
: - =1 .
Unterfunktoren DY, D™ mit De % (b,a” ).

In genau gleicher Weise fiihrt die Betrachtung der Halbgruppe-

§€(a,b"1) zu einer weiteren Filtrierung des Vergissfunkters, .

welche wir zum Unterschied "zweite Filtrierung" nennen.

2. Moduln erster Art

Wir betrachten nun die zweite Filtrierung, sbwie~die dadurch auf

a_1(UM)/b(M) induzierte Filtrierung. Schreiben wir kurz b—1

1

fir den Funktor M —b (O und a fiir den Funktor

",

M +——a(M) (und entsprechend fiir b und a-1), so kbnnen wir

Jjedem Monom P4 -Qq P Pr -Q
D =ab &a%...a% Te H#(,bh

die beiden Unterfunktoren
' 1 -1

A a_1/Db- Anb '€ a /b

'oana'1/oanb o 'Db‘

-1 : X '
von a /b zuordnen, sowie den entsprechendsn Faktor (= Unter-

restklassenfunktor) VD des Vergissfunktors V

vy = o naYob A b ¢ pana! =

1 1

= (Db™ 'n a-1/Db— Ab) / (Dana” /Dan b) .
Zu jedem solchen D gehért auch ein Modul MD, welcher unzerleg-
bar ist und Modul erster Art genannt wird, beschrieben durch das

‘folgende Diagramm:




k
]‘n
k
o
k a. Pfeile
k
o
K —2e k —Sk ... k =2k
p, Pfeile '?b ' '

9.1 Pfeile

a4 Pfeile
a a Cl
> Kk >k (.. k ——k
Pq Pfeile

Satz: ) Es ist V(M) = k und V(M) = O fur D # E-€ ¥(a,b” ).

b) Sei vy e Vp(My) , vy # O. Dann gibt es fir jeden J-Modul

—

D
M und jedés VG;VD(M)‘ ein mu: My —M mit VD(fL)(Vb) = V.

Beweis: a) Es ist offensichtlich a-q(DM)/b(MD) = ke, wobei e
im obigen Diagramm die Kopie von k ‘ganz unten rechts erzeugt.
~Zudem ist auch VD(MD) = ke , d.h.

Q= (Dana-1/Danb)(MD) und (0b™"

4 na” /b7 h By =T /By ().
1

Fir E<D gilt daher £Eb” n a-1/Eb~_1f\ bY(My) = 0 und folglich
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VE(MD) = 0. Fir E>D erhalten wir analog (Ea7$a'1/Eal\b)(MD) =

= (a-q/bj(MD) und daher UE(MD) = .

b) Dies folgt unmittelbar aus den Definitionen.

~ Bemerkung: Fir EE.QE(a,b'1) gilt ’E+(MD)/Ef(MD) = kvoder 0, je
nach dem ob D = D,E 1ist oder nicht. Eine entsprechende Aussage

gilt fir Monome A e.SE(b,a'1).

3. Moduln zweiter Art

Sei nun . A€ Qﬁ(b,a-1) ein Monom, aber keine Potenz, d.h. ver-
m . _ .
schieden von B fur alle m>1. Zudem sei A auch verschieden
-2

-1, Als Beispiel nehmen wir A = ba” 'ba~2.

von b, 1, a

A =A =A

' An--1 ' T'n o

Es seien nun
A = A, A1 . AZ ) ees

0"
A durch zyklische Vertauschung der

die Monome, die man aus
"Buchstaben" erh&lt, n = Wortl&nge. In unserem Beispiel erhalten

wir ‘
“'%a"% | A a™ 'ba~2p 1Ry = ba~%ba”" ,

RN
]

L , A, 8" ba~ ba~" .

und jeden ~ﬂ;Modul M setzen wir nun

’ T
Q AL (M)

3=
Flir jedes solche Ai

05 A iy o
Ai(DM) = &! Ai<UM) und Ai(M) =

}

Sowie pel \,\ .

/

Zuischen den verschiedenen R&umen, die wir sd erhalten, induzieren
die Multiplikationen mit a oder b semilineare Abbildungen
(beziiglich & oder 6’1), die wir im Falle unseres Beispieles

&

wie folgt spezifizieren ( W, = wﬂi(M) )z
S he e Ao € A AC A
/ A
; . .
( r 1 -
: Y . Qrﬂ c 4 r (ﬂ

. v
Ar'OCAo -

o7
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Lemma: Die Abbildungen a,b des obigen Diagrammes sind bi jektiv.

Qgggig: Aus den Definitionen folgt unmittelbar, dass die Abbildungen
b alle surjektiv, die Abbildungen a alle injektiv sind. Wenn nicht
alle bijektiv wdren, miisste die Dimension streng- steigen, wenn man

im Gegenuhrzeigersinn herumliefe.

“Wir kdnnen ohne weiteres annehmen, dass AD minimal nicht-periodisch
ist (das.heisse: 4A0 £ b, 1, a~1, 8" fur r>1, und AD'< Ay fur A

i=12,..,n-1). Dann induziert die Komposition
-1 -1 1

W—8—> W,—28 — W;— b - UW,—3 ——>.w1——b—4>w0
einen 5n-semilineéren Automorphismus WA von wu.
o
Setzen wir R-n = KJF,T-ql , wobei die Unbestimmte T den Ver- .

. . sh .
tauschungsregeln T A = Xt geniigt, so kann (mo, WA )
A 3]

auch als R_ -Modul aufgefasst werden und wir bezeichnen diesen
mit wA(M)J

Umgekehrt gehiéirt zu jedem R_n—Mndul W ein 4 -Modul 'MA(w).

welchen wir‘?blgendermassen konstruieren: Wir w#hlen éinen

G -semilinearen Automorphismus Gy von W und setzen MA(M) = u"

= Wortl&nge von A, wobei (a. und b auf den Faktoren wd, W,,

n
wg:.., wn_1 entsprechend dem folgenden Diagramm operieren:



- -

td
U
1]
n-4 o
|.lJ=llJ,1 UL.=U
a;o-w a:o’w

W=, «——— W, =U
2 b: G\:J4 3

Es ist leicht zu sehen, dass der Isomorphietyp dieses Moduls nicht

; von der Wahl von G BBRENGE. .o e e e
5 \.’—ﬂ.“"ﬂ'_..—-—v—,-‘._ P s e — ‘ |
| Satz: a) Es ist W (MW) = W » Soule UA(MD.) =0 und

UD(MA(N))'= wB(MA(U)) = 0 fiir alle weiteren B und alle OD.

b) Fir jeden J}-Modul M existiert ein v : MA(NA(M))'——>M

B . !
mit invertierbarem W, (V). ’ /

] Den Beweis dieses Satzes geben wir in Abschnitt 6. s

i
1
[}
i

st et s A

L. Struktursatz

Satz: Der Funktor

((UD)i(wA)), : mugq —_— lD\ mod, X l_l modg,

A =TA

ist eine Darstellungsspiegelung. Dabei bezeichnet mod, die Kate-

gorie der J}-Moduln endlicher Lé&nge, und entsprechend 'modk und
mudR o D durchliuft alle Monome in dﬁ(a,b-1) und A alle mini-
Jnalen %icht-periodischen Monome in ﬁﬁ(b,a—1), und N ist die Wort-.

1énge van A.

Ein Funktor F : ¥ -1 .heisst Darstellungsspiegelung, wenn er

surjektiv auf den Objekten (bis auf Isomorphie), surjektiv auf den
Morphismen ist und wenn aus Ff = Iso. auch f = Iso folot.
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Korollar: Jeder J@—Mndul endlicher L&nge ist direkte Summé von

Moduln erster und zweiter Art. Die Moduln MD sind unzerlegbar,

und ein Modul MA(M) ist genau dann unzerlegbar, wenn der Modul

W unzerlegbar ist.

Beginn des Beweises: Sei F : @ —sD  ein additiver Funktor,
und es habe ‘D die Eigenschaft, dass jedes Objekt D €D direkte
Summe von unzerlegbaren ist. Um nachzuweisen, dass .F eine Dar-

stellungsspiegelung ist, geniigt es, folgendes zu zeigen:

1) Jedes unzerlegbare Ubjekf DED ist isomorph zu einem
 FD' mit D'e ¥ . '

2) Zu jedem Dbjekt Ce¥ und jedem Morphismus F: D —>FC
gibt es einen Morphismus g : D'—>C mit Fg=f, D und D!

wie in 1).

"3) Aus Ff = Iso folgt schon f = Isp.

Die Bedingungen 1) und 2) folgen aus den S&tzen von Abschnitt 2
und 3. Es bleibt die Bedingung 3), de:en Nachweis in Abschnitt 8
erbracht wird.

5. Unendliche W&rter

. s B -1
Wir betrachten die Menge ¢ (b,a” ') der Wérter

A = x1x2x3...xnxn+1.i..

unendlicher L&nge in b und a°1 ( Xs = b oder = 3'1). Diese

Wirter werden wieder lexikographisch durch b‘<a-1 total ge-

aordnet. Die n-te Approximation von A ist das Monom Anﬁ end-
licher L&nge

R = X XoXgeeeX € ﬂe(a,b_1)

n 1%2%3 n-1%n

Jedem solchen Wort A ordnen wir zwei Unterfunktoren A', A" des
Vergissfunktors V zi:

AV(M) = Al Dt ~—  --- -
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Lemma: a) Flr A <B gilt : A'C A"C B' < B"

b) Fir DEM(b,a” ) ‘ist D~ = (Dba™®)' = (Dba %)

und DY = (Da~ ™)' = (Da” B>,

-—— e o =

und b) folgt aus den Definitionen.

oo 1

Satz: Es gilt A' # A" pur dann, wenn A = D7 mit D e %(b,a” ),
D4 b,a” ist.

Beweis: Sei A = CB eine Zerlégung mit C é‘ﬁﬁ(b,a—j) und.

Be& '}Eo"(b,a”1). Rus A' # A" folgt dann unmittelbar B' ¥ Bn.

Ist nun M ein \)Q"—-Modul' mit A'(M) # A"(M), so folgt aucﬁ

B'(M) # B"(M), und dies kann nur fiir endlich viele verschiedene
worter B vorkommen. Wir erhalten daher A = CD . mit endlichen
C und D, und wir wollen zeigen, dass C = 1 gilt. |
Sei C # 1 minimal gewshlt und D = Eb, C = Fa~ ' um ein Beiépiel

zu wihlen. Dann ist A = Fa~ D = Fa-1EbDf°, d.h. es ist sowphl

-1 00

a"‘o‘”(nM) 4 a D(M) , als auch bD°(D,) # bD™(M). Nach dem
folgenden Lemma ist ' :

. o0 o, o . Qo - - -

dim D"(O7(D,) > dim bDV(M)/D7(D,) + dim a %My /3 1D"“(DM).
Wie in Abschnitt 3 ist wegen D = Eb die Multiplikation mit b |

ein Isomorphismus o o ) .
D™(M)/D7(Dy) —= BD™(M)/bD™(D,,),

' -1 -1 00 ~
woraus a D (M)/a~ D (UM) = 0 folgt, also ein Widerspruch.

Lemma: Aus ba =0 und PeNEM folgt

dim N/P > dim bN/BP  + dim a~ W/a~ P

Beweis: Es ist Pec (NAD+P c (NAK)+P < N A (K+P) € N mit

I1=1Ima und K = Ker b. Die Behauptung folgt dann aus den beiden
Isomorphismen
(NAD)+R/P = NAI/PAI = a 'N/a~ TP

-und N/NA(K+P) T Nak/mpv  ~
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Wir werden diesé Resultate vor allem im letzten Abschnitt be-
nitzen, wo wir eine genauere Beschreibung des Verbandes der
eben konstruierten Unterfunktoremn A', A" von V geben.

/Vl\

6. Beueis des Satzes von Abschnitt 3

a) Wir zeigen zunéchst wA(MA(w)) = W. Dazu nehmen wir wieder

" den Spezialfall A= ba’1ba"2, geben jedoch einen Beweis, der
sich leicht auf den allgemeinen Fall iUbertragen ldsst.

Der Modul M = MA(M) ist durch das folgende Diagramm gegeben:

'wD

Flir die zyklischen Vertauschungen Ai von A haben wir fol-
gende lexikographische Anordnung:

-5} o0 oo o0 P
P < < <
Ao < Ay A, A, Ay -

Man zeigt nun ohne weiteres, dass W, ¢ A?(M) = (N;)"(M) und
dass- '

o -4 oo

gilt. Wegen ’ on oo
dim M = 2 dim W, = Z dim(AT(M/AT(M) < dim M
erhalten wir - | '

#

o1 ol ol Lol ol R ol
O=A (Mg A (M =AM <cAT (M =R (M¢ ..&A;’ (M) = M

s g
sowie

W,
i

o0 x
AT (/AT €D,
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Mit &hnlichen Uberlegungen ergeben sich auch die restlichen Behaup-

tungen von a).

b) Fir den Beweis dieser Behauptung brauchen wir einige Eigen-
schaften von (semilinearen) Relationen, welche im folgenden Ab-
schnitt 7 zusammengestellt sind. Wir fUhren den Beweis wieder

am Beispiel A = ba” 'ba 2.

Wir betrachten die durch A definierte Relation auf M. FlUr diese
Relation gilt x>y genau dann, wenn es Elemente 2412512352, EM
gibt mit

z
<
2 w 3
Nach dem Zerlegungssatz (Abschnitt 7) gibt es eine Vektorraum-
zerlegung _ - o '
AZ'(M) = Def” A T o ker” A '@n = AYUM @ N

derart dass zu jedem -yEN genau ein xe&N existiert mit

x +—>y. Man findet hieraus leicht semilineare Abbildungen

z, 1 N —> A‘;“(M) (beziiglich o "y

und x 1 N ——= N (beziiglich o™

mit der Eigenschaft, dass fir alle y&€ N die Beziehungen

h}(v) vv'\
zz(y; a zh(y)

2,(y) <24 2,8y)

gelten. Nach Konstruktion ist der R_n-Mudul MA(M) gegeben durch
(N,x), und man sieht sofort, dass die durch '

*

=1 ’ -
Vg g, =g 2O W)+ zy@0 ECwy))

ein

gegebene lineare Abbildung v: 'MA(N) = N —sM
J-Modulhomomorphismus mit den gesuchten Eigenschaften ist.
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7. Semilineare Relationen

Unter einer semilinearen Relation R (beziiglich o) auf einem

endlichdimensionalen k-Vektorraum V verstehen wir eine additiv
abgeschlossene Teilmenge AR €C VxV mit der Eigenschaft, dass
Fir (x,y)€R und Aek auch (ﬂx,f:/)G.R gilt. Wir schrei-
ben xi—=>y anstelle von (x,y)€ R, und definieren fiir n>0

Def"R = {xev | 3 Sequenz kr—»x,‘r—>x2|—> ...t——_>an
ker" R = [xE-.U ] 3 Seguenz x&—a—x1t—->'...|»—>~xn_1p——>>0i,
soule  per®R = N\ Def" R und  ker™R = \J Ker" R.

Die D' = Def' R und K' = Ker® R sind k-Vektorrdume ¢V und

wir erhalten - .
' -~ ya2p'20%2 ..20 25 k!
n

5 Kk¥2 ..2K2 K 20 .
N .

o0

Insbesondere ist " = 0® und K" = K* fur geniigend grosses n.

Lemma 1: Fur alle x€&D” gibt es ein vye D* mit Xe>y.

Beweis: klar.

———— -

Lemma 2: Sind x, vy, v'€ p* mit x>y uhd- x—=>y', so

gilt vy' - ye K%

Xb>y , x'—>y folgt dann  x' - xel’\?’, und wir erhalten eine
semilineare Abbildung o
| f: B—>D /K"
gegeben durch  f(y) = X fUr x+>y. Nach Lemma 1 ist f sur-
jektiv und wegen f(K) = 0 faktorisiert f in der Gestalt
B —=> B8/8n K* —— D¥/K*.,
mit surjektivem T. Aus Dimensionsgriinden ist T bijektiv, also
auch injektiv.
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Lemma 1 und 2 besagen, dass die auf D®/K® durch R induzierte

Relation durch einen ('3n-semilinearen) Automorphismus
T3 D/ ——— DT/

beschrieben wird. d.h. es gilt T(X) =y genau dann, wenn fir

ein geeignetes ze kK die Relation xw»y+z richtig ist.

Zerlegungssatz: Fir die auf p” induzierte Relation gibt es

eine Zerlegung

(0°, R|D™ = (K*, R|K™ @ (D”/K>, T) .

kanonischen Projektion. Dann gibt es eine 6 -semilineare Abbil-
dung  x =X, : D7/KT —K® mit ' |

gUx) F>g(Tx) + w(x)  fir alle x&D™/K™.

(Wahle eine k-Basis van 0°/K®!). Folglich findet man auch
Abbildungen K, : DT/K® —> K™, Ky vcin-semilinear, mit

K(x) F—>K2(x)l->K3(x)F—> ceo ko (X)) >0

fur alle x&D%/K”. Wir definieren dann eine lineare Abbildung

T : DKT —— s K™
durch T(x) = KT W(x) + KZT‘Z(x) feeet kTG0
und setzen 9' = 9+ T D”/Kk”™ —= D . Nach Konstruktion
gilt: o
QH(x) = TUX) ="' (Tx) = T(Tx) + K(x)

also

Q' = kT - L - KT OO > Q1T = T ) - L - k T 0

. woraus ?' (%) —> 9! (Tx) und damit die Behauptung folgt.
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Ly
()\

8. Beweis des Struktursatzes

Lemma: Es sei f: M~—>=N egin Homomorphismus von J@—Modulq,

derart dass die induzierten Abbildungen

D*f/D7F ¢ DM/DTM —>D'N/DTN , AUF/ATF @ AMM/A'M —> AUN/A'N

bi jektiv sind fur alle DeMR(b,a” ) , A&%Th,a”

ein Isomorphismus.

). Dann ist f

Beweis: Nach den Ergebnissen des folgenden Abschnitts 9 gibt es

eine Normalreihe sowohl von M ‘ais auch von N, deren Faktoren
die Gestaslt D+M/D'M R D+N/D'N oder A"M/A'M , A"N/A'N haben.

Zum Beweis des Struktursatzes bleibt uns noch der Nachweis der
folgenden Behauptung (vgl. Abschnitt &4):

Behauptung: Ist f: M—>N ein JA-Modulhomomorphismus
mit Vo (f) und Wo(f) bijektiv fiiz slle ‘Eeﬁtga,b”) und
alle minimalen nicht-periodischen Bei@f(b,a-1), so ist f ein
Isomprphismus.

Beweis: Nach Abschnitt 3- ist unter obiger Voraussetzung mB(f)'=
g"(F)/B%'(f)  bijektiv auch fir alle nicht-periodischen

Be8(b,a” "), woraus mit dem Satz von Abschnitt 5 die Bijektivitdt

von AYF/A'F  fur alle A€ B%b,a™ ).

Es bleibt noch zu zeigen, dass D+F/D"f bijektiv ist fiir alle
-1 .
D& ¥H(b,a” ). Dazu betrachten wir die folgenden Unterfunktoren

v o
von 1 a 1

Db € Db + anDa < Db + b N pa" < Da .

Die Multiplikation mit b induziert einen Isomorphismus

1 1
) ns

Da'1/(Db + b nDa -a-bDa-1/bDb

und die Multiplikation mit a einer 7-
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Induziert daher f einen Isomorphismus
pa™ (D) /Db(M) = Da” (D) /DbN)
so erhalten wir auch Isomorphismen
bDa™ (0, /bDb(M) 2> BDa” (0> /bDb(N).
und a”"pa" (g, /2" "ontm) ==~ "o o) /a” Do) .

Mittels Induktion Uber die L&nge von D genﬁgﬁ es daher nachzu-~
weisen, dass f einen Isomorphismus '

a= (0, /b(M) > a7 (D) /b(N)

induziert. Hierzu brauchen wir nur zu zeigen, dass diese Vektor-
rdume Normalreihen mit Faktoren der Gestalt UE(M), UE(N) mit
Eiegf(a,b'1) besitzen. Nun wissen wir, dass Normalreihen von V
mit Faktoren der Gestalt E'/E” und W, existieren, E,A€ #(a,b”
A nicht periodisch. Die induzierten Faktoren fiir a—q(DM)/b(M)

1),

sind dann .
Ve(M)  und Wy (M) 1= Aw(M)na~1(DM) / (A‘”(.M)na"(uM> + A A BM) Y

Es bleibt zu zeigen, dass UA(M) = 0 ist. Man Uberlege sich das
an einem Beispiel. ‘

S. Normalreihen des Vergissfunktors

Zum Schluss wollen wir nochmals auf die im Laufe dieser Arbeit
mehrfach beniitzten Unterfunktoren des Vergissfunktors V einge-~
hen. '

wir betrachten hierzu das Kompaktum K = {U,ZSN versehen mit
der lexikographischen Ordnung und veranschaulichen es mit Hilfe

des bekannten Ordnungshom@omorphismus

¥: KW ——>% = Cantorsches Diskontinuum

gegeben durch (X ,X4,Xgy...) —> Xo X4 X2 .. .

Die Randpunkte von © . sind die Bilder der konvergierenden Fol-
gen, d.h. derjenigen Folgen, welche mit lauter Nullen oder lauter




Zweien enden.

Jeder konvergenten Folge D ordnen wir einen Unterfunktor

DV von V zu : :
py(M) = D(M) = D(O) .

Beispiele: a) D = (2,2,0,0,0,2,0,2...) S -

DUM) = a~2ba~lha™®(M) = a~2ba ba~ (D) = a~2b’a" b(M).
B) O = (2,2,0;0,0,2,0...)
UMY = a~2pa ™M) = a~26%a" p%(0) = a %bla” o).

Es ist leicht zu sehen, dass die Abbildung O =DV . injektiv

und ordnungstreu ist. Wir erhalten somit eine total geordnete

Untermenge der Unterfunktoren von V. Sei O der durch diese

Untermenge erzeugte vollsté@ndige Verband. Wir wollen U  be-
schreiben.

Fir jedes D = (xn,x1,x2,...) € K setzen wir

D! = (xu,xq,..,xn_q,ﬁ...) , DR o= (xn,x1,..,xn_1{§...).
Dann gilt : .
' 0;1 < D < D;j‘ und Dl'_| —> D , Dg —-= D fir - n >,
Setzen wir D'V = %’DAU und DMV = (} DIV , so erhalten

wir folgenden Satz:

Satz: Die Elemente von U sind von folgender Art:
1) DV ggj D konvergent,
2) D'V =0"W 'mit D npicht-konvergent und nicht-periodisch,
3) D'VG D" mit D periodisch, D # (@...), (2,...).

Die Elemente von O mit einem Nachfolger sind.dabei folgende:
a) DV  mit D= (xu,x1,1.,xﬁ,§..,) , D& (2...),
b) D'V mit D wie in 3). '

Die "Ldcher" von U werden somit durch a) und b) beschrieben!
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Bemerkung: 1) lT tiberdeckt das Cantorsche Diskontinuum : Uber
jeder periodischen Cantorschen Zahl besitzt die Familie zwei

Elemente. Dementsprechend hat U mehr L&cher als e

2) Die Rollen von a und b konnen vertauscht werden,
und man erh&lt so einen weiteren vollst@ndigen Verband von Unter-

funktoren, welcher sich in analoger meiSe beschreiben l&sst.
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